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CHAPITRE 1

Dynamique des systemes de particules

1. Introduction

Jusqu’a présent, nous avons décrit le mouvement d’une masse ponctuelle. Dans ce chapitre,
nous allons étudier la dynamique des corps étendus que nous considérons comme des systemes de
N masses ponctuelles en interaction.

Par exemple, ces masses ponctuelles peuvent représenter les molécules constituant le corps
étendu. Cette description de la matiere est appelée le modele “discret” par opposition au modele
continu dans lequel un objet est représenté par sa masse volumique p(7), c¢’est-a-dire une fonction
continue de R? dans R donnant pour chaque position 7 de 'espace la masse volumique de I’objet
en 7. Celle-ci est définie par
I M
i

—

p(7)

ou M est la masse de la partie de 'objet contenue dans la sphere de rayon R centrée en 7 et V
est le volume de cette sphere.

La matiere se présente sous différents états. Dans les gaz, en dehors des breves interactions
répulsives lors des chocs entre elles, les molécules n’interagissent pas. Dans les fluides, les liaisons
entre molécules sont permanentes mais les distances les séparant sont variables. Finalement, dans
un solide, en tres bonne approximation, les distances entre les molécules sont constantes. Nous
allons considérer des corps solides rigides et négliger les éventuelles déformations qui peuvent
découler de I'application de forces sur un corps (élasticité).

Nous allons énoncer des lois générales concernant le mouvement des corps étendus puis nous
étudierons plus en détails la dynamique des corps solides. L’étude de la mécanique des fluides et
des gaz nécessite des connaissances concernant les équations aux dérivées partielles et est abordée
uniquement de fagon empirique au college.

Nous commencons par quelques rappels concernant le mouvement d’une masse ponctuelle.

2. Moment de force et moment cinétique d’une masse ponctuelle

On considere un référentiel d’inertie R et une masse ponctuelle m dont la position au temps ¢
relativement au référentiel R est notée 7(t).
On définit le moment cinétique de la masse m par

L(t) = () x j(t)

ou p(t) désigne la quantité de mouvement de m au temps ¢. Il suit que
L(t) = 7(t) x (mi(t)) = m(F(t) x 7(t)) unités: m - kg - m/s = kg - m?/s
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Centre de masse (page 6/82)

Le moment d’une force F(t) agissant sur m (par rapport a Dorigine du référentiel R) est
défini par

Mg(t) = 7(t) x F(t) unités: m- N = kg - m?/s* = J
Quand il n’y a pas d’ambiguité, on ne précise pas par rapport a quelle origine le moment de force

est calculé.
L’équation suivante est connue sous le nom de Théoreme du Moment Cinétique:

—

L) = Mg, (1)

En effet, en vertu de la regle de dérivation d’un produit et de la deuxieme Loi de Newton, il vient

— —

P =2 (7(t) x mi(e)) = F(t) x mi(t) +7(t) x mi(t) = 7(t) x Frey(t) = N, (1
dt —_———— ——
=0 :ﬁres(t)

Il suit que si le moment de la force résultante est nul, alors le moment cinétique de la masse
m est constant

M Fi..=0 = L(t) = vecteur constant

C’est le cas en particulier pour une force centrale comme, par exemple, la force de gravitation. Il
en découle notamment que le mouvement d’une planete a lieu dans un plan.

3. Centre de masse

Notons 7;(t) (i entre 1 et N) les positions a un instant ¢t donné des masses ponctuelles m;
constituant un corps étendu S. On définit le centre de masse de S par

N
S 1 Z .
T’CM(t) = M mln(t)
i=1

ou M désigne la masse de S:

REMARQUE 3.1. Pour calculer le centre de masse du systeme S, on peut: (1) le diviser en K
sous-systemes Sy, Sa, - -+, Sk; (2) calculer le centre de masse de chaque sous-systeme; (3) calculer
le centre de masse des centres de masse. En effet, notons I; I'ensemble des ¢ tels que m; est dans

Sji
]j:{’iGN miGSj} = {1,---,N}:hUIQU---UIKetljﬁIlZQVjsél

et M; la masse du sous-systeme S;:

Mj = Zmz

i€l
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Alors
N K K K
S 1 L1 = 1 E M L E B L E M;r,
oM = 7~ mir; = = E miriy | = 77 il a5 mgri | = o+~ iTems,
M — M — s M — M; ~—~ M — j
i=1 j=1 \ i€l Jj=1 i€l J=1
N TV 4
:FC’MSj

Dans le cas d'un modele continu de S, il vient
1
Tom(r) = i /Sfp(f’) dv

avec

M= /Sp(f') v

Les intégrales de surface ou de volume n’étant pas étudiées au college, donnons quelques
exemples en guise d’explication des formules qui précedent.

3.1. Exemples en une dimension.

EXEMPLE 3.2. Commencgons par un exemple en une dimension. Considérons une barre ho-
mogene de longueur . Notons py sa masse linéique (en kg/m) supposée constante. Alors

1 /[ 1 ! 11
Tom M/o TPy ax Polpo/o T ar 12:17

Nous trouvons que le centre de masse est au milieu de la barre, comme nous le savions déja !
Si la barre n’est pas homogene et que, par exemple, p(x) = ax (par exemple une barre en
forme de fleche plate), alors

l:iﬂ_l

. 22

l 1 l l2
]\4://)(x)(1lzlc:—(w2 .
0 2,7 2
1/ 1, 21 4|' 28 2
xCMZM/OxP(SC)d:L‘:ga/Oxdx:l—ng 0:@:?

EXEMPLE 3.3. Poursuivons par un deuxieme exemple en une dimension. Nous considérons
une barre courbe homogene de masse linéique pg (en kg/m) supposée constante décrite par le
graphe pour x € [a, b] d'une fonction contintiment dérivable f.

Premierement, la masse de la barre est donnée par

b
M:PO/ V1t f(x)*dx

En effet, divisons la barre en segments infinitésimaux droits de longueur

du\ 2
Vdx? + dy? = 1+(£) dx =+/1+ f'(z)?dx
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Alors la somme des longueurs des segments donne la longueur de la barre. Par le méme raison-
nement, nous trouvons pour les coordonnées du centre de masse de la barre courbe

1 b
Tom ZMPO/ /1 + f'(x)*dx

b
Yom = %po/ flx)\/1+ f'(z)?dx

EXEMPLE 3.4. Nous reprenons ’exemple de la barre courbe homogene de masse linéique pg
(en kg/m) supposée constante. Nous supposons que la barre est décrite par une paramétrisation,
c’est-a-dire une application continiiment dérivable de 7: [0, 1] — R3 telle que la barre courbe est
décrite par I'image par 7 de U'intervalle [0, 1]: 7([0, 1]) (la trajectoire). En divisant I'intervalle [0, 1]
en intervalles infinitésimaux de longueur dt, et en remarquant que

i(t)
H(t) = | y(t)
A(t)

est le vecteur vitesse de la paramétrisation, nous trouvons que

M= po/o Vi T 907 + 202 dt

et

- % /0 w(OVEO? + 90 - 202 dt

vers =7 [ O0/HOP T 3P+ 2R

Zom = %/0 2()\/2(t)2 + y(t)2 + 2(t)2 dt

3.2. Exemples en deux dimensions.

EXEMPLE 3.5. Nous poursuivons par un exemple en deux dimensions. Considérons une plaque
homogene de masse surfacique po (en kg/m?) supposée constante, délimitée par le graphe d’une
fonction continue positive f, I'axe des abscisses et deux droites verticales passant par x = a et
x = b (voir figure 2). Alors, la masse de la plaque est donnée par

M:/abpof(x)dx

En en divisant la surface en bandes verticales de largeur infinitésimale dx, on trouve que la
coordonnée horizontale de son centre de masse est donnée par

1t
Toym = M/a zpof(x)de
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FiGUre 1. Exemple 3.5.

et que la coordonnée verticale du centre de masse de la plaque est donnée par
11‘4 /b ( >2
f(x)*de
Yo B i Lo

3.3. Exemple en trois dimensions.

EXEMPLE 3.6. Poursuivons par un exemple en trois dimensions. Considérons un corps de
révolution homogene de masse volumique py (en kg/m?) supposée constante, délimité par la surface
engendrée par la rotation autour de ’axe des abscisses du graphe pour a < xz < b d’une fonction
continue positive f (voir figure 2).

Corps de révolution

FIGURE 2. Exemple 3.6 (Dessin: table CRM)

En divisant le corps de révolution en disques d’épaisseur infinitésimale dx, on trouve que la
masse du corps vaut

M = pow/b f(z)?dz

olt f(z)? est la surface du disque en position z et 7 f(x)* dz son volume.
Pour des raisons de symétrie, il suit que

Yo = 0= zcm
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Par ailleurs, la coordonnée x du centre de masse vaut

1 b
Toy = Mpmr/a xf(:c)2 dx

4. Systeme de particules

Considérons un systeme S de N masses ponctuelles m; dont les positions a un temps t rela-
tivement & un référentiel d’inertie R sont notées 7;(t) pour 1 < i < N. Notons M la masse totale
du systeme:

4.1. Mouvement du centre de masse.

On peut montrer (voir appendice) que le mouvement du centre de masse d’un corps étendu S
correspond a celui d’un point matériel dont la masse est celle du corps S et sur lequel une force
égale a la résultante de toutes les forces extérieures est appliquée:

ﬁres ext (t) = MC_L’CM@)

ou Fjeseqrt désigne la résultante de toutes les forces extérieures agissant sur le systeme S et dcopys
I’accélération du centre de masse de S.

4.2. Théoreme du moment cinétique.
On peut montrer (voir appendice) que

—

Etot C’M(t) = Mres ext CM(t)

ol ]\ZresextCM est la somme de tous les moments, calculés par rapport au centre de masse, de
toutes les forces extérieures agissant sur le systeme de particules S et Liotcom désigne la somme de
tous les moments cinétiques de toutes les masses constituant le systeme S, calculés relativement
au centre de masse.

4.3. Décomposition de ’énergie cinétique.
On peut montrer (voir appendice) que I’énergie cinétique totale du systeme S est donnée par

N

1 . 1 .
Ecintot = EcinCM + Eéintot avec EcinCM = §MHUCM<t>H2 et éintot = Z §mlel<t)H2

i=1

ol sf désigne la position de la masse m; relativement au centre de masse, i.e.
() = Tom(t) + 5L (D)

En mots, ’énergie cinétique totale du systeme S est égale a ’énergie cinétique du centre de masse
plus I'énergie cinétique des particules calculée dans le référentiel du centre de masse.



CHAPITRE 2

Le corps solide

Nous considérons un corps solide S, ¢’est-a-dire un systéeme de N masses ponctuelles m; (avec
1 < i< N) ou les distances entre les masses ne changent pas au cours du temps:

d .
EWWﬂ—ﬁ@H=QV1§uJ§N

ou r_; désigne la position de la masse ponctuelle m; relativement a un référentiel d’inertie préa-
lablement choisi. C’est une idéalisation car cette distance n’est en fait jamais constante en raison
de I’élasticité du corps et en raison de ’agitation thermique. Pour la description du mouvement
d’un corps solide de l'ordre du centimetre ou du metre, I'agitation thermique peut-étre négligée !
Nous supposerons également que 1’élasticité du corps peut étre négligée.

1. Cinématique

En général, il faut 3N coordonnées pour décrire la position d'un systeme de N particules
(masses ponctuelles). Pour un corps solide (rigide), comme la distance entre les particules ne
change pas, il suffit de donner la position du centre de masse (trois coordonnées) et trois angles qui
décrivent la rotation d’un référentiel attaché au centre de masse du corps (trois axes orthogonaux,
attachés au solide, dont I’origine coincide avec le centre de masse). Six parametres suffisent donc
pour décrire complétement la position du solide. On suppose que les axes du référentiel lié au
solide sont, au temps t = 0, paralleles aux axes du référentiel d’inertie choisi pour décrire le
mouvement du corps solide.

1.1. Rotation autour de ’axe des zx.

Notons s_j>(t) la position de la masse m; relativement au centre de masse au temps t, i.e.

75 (1) = Tou(t) + 55 (1)

ou r_]>(t) désigne la position de la masse m; au temps t relativement au référentiel d’inertie du
laboratoire.

m;

Remarquons que

SH(t) =@ x 3(1)

et ou O(t) désigne l'angle de rotation du solide au temps ¢. En effet, la projection de la trajectoire
du mouvement de la masse m; sur la plan yz est un cercle de rayon d; (la distance a l'axe de

11
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rotation; par hypothese, c’est I'axe x). Le vecteur vitesse de la masse m; est tangent a ce cercle
et orthogonal au plan engendré par & et 3_J>(t) De plus, il est de longueur

0-d; = |||l -sin(ey)|| 55 (1) = [|& x 55 ()|
~
=0

Notons 50) la position (relativement au
centre de masse) de la masse ponctuelle

m; au temps ¢ = 0 et S
) = Ro(52 i -\
55 (8) = Ra(550) Ry(@+ b) = Ru(@) + Ru(D) ﬁ
Remarquons que l'application R, (qui fgr((—;)
est une rotation) est une application li- i i
néaire: H RN B I IR ?
L ) . Ro(15-8)=15-Ro(b) . \\| - -~ a@+5
R(d+5) = Ru(@) + Ru(D) N\ E
R,(b) —
a
et -10 9 E 2 -5 = g . = B 1 4 I

Ro(A-@) = A- R,(@)

L’application R, dépend de I'angle de rotation 6(t). C’est pourquoi nous utiliserons également la
notation

Ry oty au lieu de R,
Comme par hypothese le corps solide tourne autour de I'axe x, on a
N . N
Liors = m; (5 % 57) = 3 my (5] x (@ x 7))
j=1 j=1

ou s—; = s—;(t) désigne la position de la masse ponctuelle m; relativement au centre de masse.

Rappelons que
i x (Ex 5) —(Ged)-b— (a.z?) g
Ainsi,
N
Liotonm = ij ’ (HS_;HQ W - <S_J> °u) - 8_J>)
j=1

Comme une rotation est une isométrie (et donc qu’elle préserve les angles entre les vecteurs), il
suit que

157N = 15561 et 57 0 & = (Ru(550)) ® (Ru(F)) = 556 ¢ &

car, rappelons-le,
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Par conséquent,

N
Lior = 3 m; (5312 - Ral@) — (575 0 5) - Ru(553))

Jj=1

N
I IS G
= Reo) <Z m; - (1550[° - & — (550 0 &) - 5j0)>
j=1

Explicitons le terme entre parentheses:

N (%01 + 8702 + S303) wi(t) — (sj01w1 () + sj00wa(t) + sj0sws(t)) sj01
Etot CM — RI 6(t) Z m; (8?01 + 8?02 + 8?03) (o)) (t) - (sjmwl (t) + 8j02w2<t> + Sjogw?)(t)) $502
j=1

(8301 + 8502 + ST03) wa(t) — (sjo101(t) + sj00wa(t) + Sj03ws(t)) Sj03

N (5502 + 5303) wi(t) = 5018500wa(t) — 85015 j03w3 (1)
= Rx@(t) Z m]’ (3?01 -+ S§03) %) (t) — SjOISjOQWI (t) — Sj028j03W3<t)
7j=1

(8201 + 8302) ws(t) — sjo18j03w1(t) — 55025 j03w2(t)

2 2
N 5502 + Sj03  —Sj015502 —S;015;503 w1(t)

2 2
= Reo0) E mj | —Sjo1Sj02  Sjor T Sjog  —5;025503 wo(t)

Jj=1 2 2

—Sjo1Sjo3  —Sj02Sjos3  Sjo1 + Sjoe/ \ws(t)

N N N

2 2

ij (Sj02 + 5j03) - ij3j015j02 — ij3j015j03 wi (t)

7=1 j=1 j=1

N N N
=R — ) m;Sjo15; m; (S50 + S503)  — Y MySj02S; wa(t)

— Ltz o(t) §°501502 7 \9j01 403 85025503 2
j=1 j=1 j=1
N N N
— M;S;015; — mM;S;025; m-(52 + 57 )
757015503 75702503 7 (Sjo1 T Sjo2 ws(t)
7=1 7j=1 7j=1
TV
=:1

La matrice I est appelée le tenseur d’inertie et I’opération mathématique entre la matrice I et le
vecteur & est le produit matriciel.
Dans le modele continu du corps solide, en notant

T
migz'O:p(F) y | dV
z
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il vient

[ oo edav [ peav - [ ey
Vs Vs

S

p(MyzdV

— —

I= - /VS p(Mzy dV /VS p(F)(2* + 2%)dV -

S

- /V S p(MazdV - /V S p(F)yzdV /V ) p(F)(@* +y%) AV

REMARQUE 1.1. Quelques remarques s’imposent:

(1) La matrice I est symétrique:

Iij = Iji

ou I;; désigne I’élément de la matrice I a la ligne 7 et a la colonne j. De ce fait, la matrice
I n’a que 6 composantes indépendantes.

(2) Les éléments de la matrice dépendent uniquement de la géométrie et de la répartition de
la masse dans le solide dans sa position initiale. Ils ne dépendent pas du temps ni du
vecteur .

(3) Les termes diagonaux de la matrice I (i.e. les termes sur la diagonale: ;) sont appelés
les moments d’inertie et les termes hors diagonale les produits d’inertie.

(4) Tous les éléments de la matrice ont les mémes unités: kg - m?

(5) On a la formule compacte

N N
_ o 2 _ 2 2 2
Iij = E my ([|5k0l1?655 — Skoisko;) = E :mk( (Sho1 T Sko2 + Skos) 0ij — Ska‘SkOj>
k=1 k=1
ou
1sid=j
61’]’ = .
0 sinon

est le symbole de Kronecker.

2. Axes principaux

On peut montrer (voir appendice) que pour tout solide, il existe une systeme d’axes perpen-
diculaires lié au solide par rapport auquel le tenseur d’inertie I est une matrice diagonale (i.e.
I;; = 0sii # j). Ces axes s’appellent les axes principaux du solide et les termes diagonaux de [
s’appellent les moments principaux d’inertie. Ce résultat est connu sous le nom de théoréme
des axes principaux.

EXEMPLE 2.1. Revenons au cas d'un solide qui tourne autour de ’axe des x. Si les trois axes
du référentiel 1ié au solide correspondent aux axes principaux du solide, alors le tenseur d’inertie
est une matrice diagonale

~
Il

o o5

oo

St o o
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et le moment cinétique calculé relativement au centre de masse du solide est donné par:

) L, 0 0\ [/0t)
L = R,o0)(10) = Ry 0 I, 0 0
0 0 I, 0
LAt LA(t)
= Ryoq) 0 =1 O
0 0
Par conséquent, le théoreme du moment cinétique donne
- M, 5 -
M=|M,|=L = |[M,=1,0|, M,=0=M,
M,
My

En mots, 'accélération angulaire du solide est donnée par ¢ = =.

REMARQUE 2.2. Soit A un axe principal d’un solide S. Nous notons /o le moment d’inertie
principal par rapport a cet axe, c’est-a-dire, In = I; si A est le premier axe principal, In = I5 si

A est le deuxieme axe principal et In = I3 si A est le troisieme axe principal.

3. Exemples de calculs de moments d’inertie

EXEMPLE 3.1. Soit un bloc parallélépipédique homogene de masse volumique pg et de masse
M (voir figure 1). Les axes principaux sont trois axes passant par le centre de masse (au centre
du bloc) et paralleles aux faces. En effet, relativement a ce systéme d’axes, le tenseur d’inertie est

donné par

FIiGURE 1. Exemple 3.1 (Dessin: UniGe)
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lo I3 1
Il = [11 = ,0()/ (/ (/ (yQ + 22) dl’) dZ) dy
y=—l2 z=—I3 r=—I1
l2 I3 l2 »3
= Po/ / (y2 + z2) 20y dz | dy = po2ly / (y2z + —)
y=—l2 z=—l3 y=—l2 3

l2 3 y3 2 l2
= po2ly / (y22l3 + 2—3) dy = po2ly (—213 + —lgy)
y——Is 3 3 3

y=—l2
8 8 M
= pogh (1313 4+ 1315) = poghlls (3+1) = 5 (13+15)
De maniere similaire, on trouve
M
[2 — [22 — ? (l% —|—l§)
M
[3 — [33 - ? (l% "’l%)
Finalement, par exemple,
lo I3 5
Iy = ,00/ / (/ (zy) dl’) dz | dy =0
y=—l2 z=—l3 R r=—11 ,
-0
et de maniere similaire, on trouve
I3 =1 =0
En résumé,
3+13) 0 0
M (I3 + 13
I = 3 0 (12 +12) 0
0 0 (12 +12)

I3
dy
z=—l3

ExeEMPLE 3.2. Considérons un cylindre homogene de /_:\
masse M et de rayon R. Par des calculs similaires a ceux \_b/
I'exemple du parallélépipede rectangle, on peut: (1) mon-

trer qu'un systeme d’axes dont ’axe x est I’axe d’invariance
par rotation du cylindre est un systeme d’axes principaux

trouve en particulier que I, = 1M R?.

et (2) calculer le tenseur d’inertie (voir appendice). On i

h

EXEMPLE 3.3. Soit f : [a,b] — R une fonction continue positive et soit S le corps de révo-
lution engendré par la rotation du graphe de f autour de ’axe des abscisses (plus précisément par
la rotation de la surface délimitée par le graphe de f, ’axe des abscisses et les deux axes verticaux
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passant par a et b). Nous supposons que le corps est homogene de masse volumique constante py.
Par conséquent

b
M:pow/ f(z)?dz

Pour des raisons de symétrie, I’axe des abscisses, que nous notons A, est un axe principal. Les
autres axes principaux sont perpendiculaires a A. En fait, toute paire d’axes perpendiculaires
entre eux et a A forme avec A un systeme d’axes principaux.

Calculons In. Le corps de révolution peut étre décomposé en disques de rayon f(z) et
d’épaisseur dx. Le moment d’inertie par rapport a A d’un tel disque vaut, comme nous ’avons
vu ci-dessus,

Par conséquent,

1 b
IA = Epow/ f(z)*dx

4. Exemples d’applications

4.1. Trajectoire d’un rotateur.

Considérons deux masses m liées par un barreau de longueur 2R de masse négligeable. On
appelle un tel systéeme un rotateur. Les deux masses glissent sans frottement sur un plan hori-
zontal. Le rotateur est initialement au repos. Choisissons un systeme d’axes x, y de maniere a ce
que les positions initiales des masses du rotateur soient données par

(o) = ()

Cela signifie qu’au temps 0, le rotateur est parallele a ’axe des y avec une masse a 1'origine(voir
figure 2). L’axe z “sort” du plan.

FIGURE 2. Rotateur

Au temps ¢ = 0 on communique a la masse qui se trouve a la position (0,2R) une quantité de
mouvement P. On aimerait connaitre la trajectoire de 'autre masse. Les équations du mouvement
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sont données par

SR dose=i P Sore=F ot
0= Freseat(t) = 2macp(t) "= Ton(t) = 5 <(1)) MM oy (t) = <2R )
0= MresethM(t) = EtotCM(t) = ||EtotCM(t)|| = ||EtotCM(O>|| = RP
9 w(t)=0(t) P
= Lw(t) =2R"mw(t) = —-RP =" 0(t) = _ﬁt
m

Remarquons que le moment cinétique initial de la masse du haut est un vecteur qui “rentre
dans le plan”. En combinant le mouvement du centre de masse et le mouvement de rotation du
rotateur, on trouve que l'horaire de la masse initialement a ’origine est donné par

L Rsin(6(t)) B Lt Rsin(0(t)) B Lt + Rsin(0(t))
FE) = Ton(t) + (—Rcos(é’(t))) N ( R ) " (—Rcos(e(t))> N ( R — Reos(8(1)) )

_ %t — Rsin (M%t) wo:::ﬁ R (A}(]t — SiIl(wmf)
R — Rcos (Lt) 1 — cos(wot)

2Rm

La trajectoire est affichée sur le graphique de la figure 3 pour R =1m et wy =1 %.

Trajectoire du rotateur

F1GURE 3. Trajectoire du rotateur pour R =1 m et wy =1 %.

4.2. Cylindre sur un plan incliné.
Le cylindre de rayon R roule sans glisser sur un plan in-

cliné autour d'un épaulement latéral de rayon r (de masse
négligeable). Un fil est enroulé autour du cylindre et
relié a une masse m via une poulie de moment d’inertie
négligeable.

Les équations du mouvement pour le cylindre sont données
par

—

Fres ext - MaCM

—

Mieseztorr = Liotonmr = IOé(t) (Dessin: College de Candolle)

La premiere équation devient

Mgsin(p) =T — Fuan = Macyy
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Pour la masse m, I’équation du mouvement est donnée par

ma, =T —mg
Finalement, ’équation décrivant la rotation est donnée par

1
—RT +rF,, = §MR205

Remarquons, par exemple, que le moment de force de la tension calculé par rapport au centre de
masse, est un vecteur qui “rentre dans le dessin”. Remarquons également que la force d’adhérence
est dirigée vers le haut, ce qui “fait tourner le cylindre vers le bas”. Les différentes accélérations
sont reliés comme suit

R+r
T

acy =ra et a,, = acm

z

La deuxieme égalité s’explique ainsi: en déroulant x metres de fil, le cylindre tourne de —

R
radians; par conséquent son centre monte de £r metres et la masse m descend de £r+x = x%
metres; il suit que si le centre du cylindre monte de y = £7 metres (= 1z = y%), la masse m

descend de z Bt = yBEL — ¢ B47 - Deuxieme explication: si le cylindre tourne d’un angle 6 > 0,
son centre de masse descend le long du plan incliné d’une distance égale a 8 - r et une longueur
0 - R de fil s’enroule autour du grand disque. Par conséquent, la masse m monte d’une hauteur

h=46-r+6-R. En dérivant deux fois par rapport au temps, on obtient

r+ R
r

am=(r+R) - a= acu

En résumé, on trouve un systeme de 5 équations a 5 inconnues

Macy = Mgsin(B) — T — Fuap

My, =T —mg
1
§MR204 = —RT + TFadh
acm =ra
R+7r
A, = acm
r

4.3. Conservation du moment cinétique.
Nous considérons deux situations ou le moment résultant des forces

extérieures est nul

6 = Mrese:vtCM = EtotCM<t) = EtotCM@) = EO Vi

ce qui implique que le moment cinétique est constant. Dans la situation
d’une rotation autour d’un axe fixe A qui correspond a un axe principal:  |sea

L[) = IA(I} (Dessin: CdC)
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patineuse en rotation :
Considérons une patineuse ou un patineur en rotation. Dans la o
deuxieme situation, le moment d’inertie est plus faible. Notons L
la norme du moment cinétique L. Il vient £ 4 G 4
I, < I mais L1 = [Jw; = Ly = Ihows = wy > wy 7

Nous verrons plus bas que 1’énergie cinétique de rotation est donnée

par
1 1 i =
Ecinrot = _IW2 = —Lw A = :
2 2 b
(Dessin: CdC)
Il suit que
Eecinrot2 Low, w2 w2
= = EcinrotQ = —Leinrot1 = Ecinrot? > Ecinrotl
Eeinrot1 Lyw, w1 w1

L’énergie cinétique supplémentaire est fournie par le travail de la force des muscles (énergie mus-
culaire).

Considérons l'exemple d’une personne sur un tabouret
tournant, tenant dans ses mains une roue de bicyclette
qui tourne également. La somme de tous les moments de
toutes les forces extérieures est bien nul. En effet, comme
le tabouret tourne librement autour de son axe de rota-
tion (roulements & billes), les seules forces extérieures sont
le poids et la réaction du siege. Le moment cinétique to-
tal et le moment d’inertie de la personne sont les mémes
dans les deux situations. Par ailleurs, la norme du moment (Dessin: CdC)

cinétique de la roue est la méme dans les deux situations.

En effet, comme la roue tourne librement autour de son axe de rotation (roulements a billes),
le moment d’une force agissant sur la roue ne peut pas étre parallele a 'axe de rotation. Par
conséquent, la vitesse angulaire de la personne est plus grande dans la situation de gauche.

7. m
Lyt

REMARQUE 4.1.

Remarquons que pour faire tourner la
roue, la personne doit exercer une force
perpendiculaire a ’axe de rotation de
la roue (voir schéma ci-contre). Elle
pourra modifier la direction du moment
cinétique de la roue mais pas sa norme.
Sur le schéma, la force F “rentre” dans
le plan et

—

M=7xF - /

est dirigé vers la droite. On a F—; @ \

- -

L(t+dt) = L(t) + Mdt v .
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5. Regle de Steiner

Si le corps solide S est contraint de tourner autour d’un axe fixe A, parallele et a distance d
d’un axe principal A’ de S (voir figure 4), mais ne passant pas par le centre de masse de S, alors
il est plus commode, comme nous le verrons sur un exemple, de ne pas décomposer le mouvement
relativement au centre de masse comme nous ’avons fait jusqu’a présent.

On peut montrer (voir appendice) que le moment cinétique total est donné par

Loy = Taws(t)

avec

In = In —I—Md2

ou M désigne la masse du solide S.

FIGURE 4. Regle de Steiner. (Dessin: CdC)

6. Exemple d’application de la régle de Steiner: le pendule physique

Rappelons que la période d’'un pendule simple est donnée par
[
T =2my|—
g

(1) Pamplitude des oscillations soit “petite” (i.e. telle que

pour autant que:

(2) la masse du fil soit négligeable (i.e. mpy << Mopjet);
(3) T'objet suspendu soit “ponctuel” (i.e. D << 1). (Dessin: College de Candolle)

C’est donc une approximation !
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Une situation plus réaliste est celle d'un corps rigide
étendu (par exemple une barre rigide) qui oscille au-
tour d’un axe passant par un point du corps lui-méme,
différent du centre de masse ! Un tel pendule est ap-
pelé un pendule physique. Nous nous affranchissons
ainsi des contraintes (2) et (3).

On peut montrer, sous I’hypothese d’oscillations
de faible amplitude, que la période du pendule
physique est donnée par

I
mgl

T =27

CcM

ou I désigne le moment d’inertie du corps relative-
ment a l'axe A de rotation et de suspension (voir
I’appendice).

(Dessin: College de Candolle)

REMARQUE 6.1. Remarquons que pour une petite boule suspendue a une tige de masse
négligeable, on retrouve la période du pendule simple:

2 D\2
T —9r Ia Stegler o ]A/—{—ml%M :27]_\/5771 (5) —i—ml%M
mgl(;M mgl(;M mglCM

2
2( D
Ml <5 <2lcm> +1) D_ o] lem
2y | —

2l

mglcar g

=27

REMARQUE 6.2. Remarquons aussi que

[ einer I ! l2 l2 l
T —9or A St: 9 A +mCM22ﬂ_ Mo - tem
mglcom mglcom mglcom g

En mots, la période du pendule physique est toujours plus grande que la période du pendule simple
ol toute la masse du pendule physique est concentrée au centre de masse.

7. Energie cinétique d’un corps solide

EXEMPLE 7.1.
On considere un cylindre de rayon r qui roule
sans glisser sur un plan incliné (voir figure ci-
contre). On trouve

sin(fB)mg — Fuan = ma

sin(8)m
I&:TFadh = a = (/B)Ig
m—i—r—g
a=ar
Notons

1 1
E = 2]w2 + §mv2 + mgh
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Alors,

E = Iwa + mva 4+ mgh = 1%+ mwa — mguv sin()
rr

c’est-a-dire

E=v (a [712 —|—m1 —mgsin(ﬁ)) =0

REMARQUE 7.2. Remarquons qu’une particule ¢ a la périphérie du cylindre subit certainement

une force non conservative au moment ou elle touche le plan incliné. Mais

ty
!/ Foanys(t) dt = 0
to

car la durée de cette interaction est “négligeable”.

8. Le gyroscope

On considere un corps de révolution
(comme par exemple un disque), appelé le
volant, qui tourne a vitesse angulaire con-
stante & autour de son axe d’invariance par
rotation. On note I son moment d’inertie.
Par ailleurs I'axe de rotation du volant
tourne a vitesse angulaire constante ) dans
le plan horizontal. On suppose que le centre
de masse du volant est a distance d de ’axe
de rotation vertical. On suppose également
que 2 est beaucoup plus petite que w.

Calculons le moment cinétique du volant. Notons p(t) =
Ot I'angle entre 'axe de rotation du volant et l'axe x
(voir figure ci-contre). Si {2 << w, alors on peut montrer
que le moment cinétique du volant L est, en tres bonne
approximation, aligné avec son axe de rotation (voir ap-

pendice)

B cos(o(t))
L(t) = Iw Sin(cg(t))

Il suit que

L(t) = TwQ

&1

Fony
9

— sin(Q)
cos(t)
0







APPENDICE A

Systemes de particules: développements

1. Centre de masse

REMARQUE 1.1. Considérons un référentiel R’ ayant la méme orientation que le référentiel R
mais dont l'origine au temps ¢ est donnée par R/(t) dans le référentiel R (voir figure 1). Notons

rou le centre de masse calculé dans le référentiel R et ' le centre de masse calculé dans le
référentiel R'. Alors

Fenlt) = 57 Ym0 - B(0) = 37 > mi(t) = 37 > m o)

N
. | .
= Fon(t) — R'(t) i Zl m; = Fenr(t) — R(t)
—
g
® ®)
¥ ¥
/ o
o) % 4

. —
FIGURE 1. Remarque 1.1: R'(t) = OO'(t)

1.1. Exemples en une dimension.

ExeEMPLE 1.2. Nous considérons une barre courbe homogene de masse linéique py (en kg/m)
supposée constante décrite par le graphe pour x € [a, b] d'une fonction continiment dérivable f.
Premierement, la masse de la barre est donnée par

b
M:PO/ V1t f(x)*dx

En effet, divisons l'intervalle [a, b] en N intervalles de longueur 6 = Z’_Ta Posons z; = a+i- 4§ pour
0<i¢<N. Ainsi, rg = a et xy = b. Alors, pour N “suffisamment” grand, la masse de la portion
de barre entre x; et ;11 = x; + 0 est donnée, en vertu du théoreme de Pythagore, par

o/ (F (wigr) — F )2 + 62 = po(;\/ (ﬂwi + 6()5 - f(xi)) .

25
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en approximant la portion de barre par une droite. Par définition de la dérivée, on a

F(:) = lim flz; + h})L — flx:) N fws + 5; — f(x1)

si 0 est “suffisamment petit”, c’est-a-dire si N est “suffisamment” grand. Par conséquent,
N
M=~po) )2 +1-6
i=1

Cette somme est plus grande que la petite somme de Darboux et plus petite que la grande somme
de Darboux de la fonction /f’(x)? + 1 relativement a la division {z¢g = a,x1, -+ ,xn_1,2n = b}.
Cette fonction est continue, donc intégrable et il suit que

N b
M= lim oo 3 VF@P L5 =p [ VTF PGP ds
=1 a

Pour les mémes raisons, nous trouvons pour les coordonnées du centre de masse de la barre
courbe

N b
1 1
rey = lim —po g rin/ f(@)2 +1-6 = —Po/ /1 + f'(z)?dx
N M0 M,

yor = lim Mptoxz WIGP T8 = gom [ ST P

EXEMPLE 1.3. Nous reprenons ’exemple de la barre courbe homogene de masse linéique pg
(en kg/m) supposée constante. Nous supposons que la barre est décrite par une paramétrisation,
c’est-a-dire une application continiiment dérivable de 7: [0, 1] — R3 telle que la barre courbe est
décrite par I'image par 7 de l'intervalle [0,1]: 7([0, 1]) (la trajectoire). Notons § = + et t; =i -4
(NB: ty = 1), I la longueur de la courbe et

Alors,
N-1 _,
M:po.g:gnm;pouf(t —{(ti-1)]| = po lim Z” ~ i) \5_,00/ 17(2)]| dt
Nr(tl 11)
ps / VIO + g0+ 207 dt
De plus,

=

-1

rew = Jim S w(ti )l — Pt = 7 / w(t)/EEE T G0+ 2(0R dt

%

I
o
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et

verr =7 [ 00/ 07+ (0P

zm4:%114@¢awr+mwr+ao%ﬁ

1.2. Exemple en deux dimensions.

EXEMPLE 1.4. Nous poursuivons par un exemple en deux dimensions. Considérons une plaque
homogene de masse surfacique py (en kg/m?) supposée constante, délimitée par le graphe d’une
fonction continue positive f, 'axe des abscisses et deux droites verticales passant par © = a et
x = b (voir figure 2). Alors, la masse de la plaque est donnée par

M:L%ﬂ@m

FIGURE 2. Exemple 1.4.

La coordonnée horizontale de son centre de masse est donnée par
1 b
Tom = — x x)dz
CM = 37 /a pof ()

En effet, commencgons par diviser la surface en N bandes verticales. Notons § = b_T“ la largeur de
chaque bande et z; = a + i - 6. Alors, xg = a et xy = b. En bonne approximation, la masse de la
bande entre x; et x;11 = z; + J vaut pg - f(x;) - 6. Par conséquent,

1 & 5
xCMzMZI:(:cZ—i—é)pof(xz)é

Cette somme est plus grande que la petite somme de Darboux et plus petite que la grande somme
de Darboux de la fonction z- f(x) associée a la division {z¢ = a,z1,- -+ ,xy_1,2,}. Comme z- f(z)
est une fonction continue, elle est intégrable et nous trouvons que

N

1 0 L
xCM:Nh_I&M;($i+§)p0.f<xi).6:M/a xpof(x)d:c
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De facon similaire, nous trouvons que la coordonnée verticale du centre de masse de la plaque
est donnée par

1 b
Yom = m/a Pof($)2 dx

En effet, la coordonnée verticale du centre de masse de la bande délimitée par z; et x;,1 = x; + 9
vaut en bonne approximation
_ f(xi)

Yi 5

Par conséquent,

— 1 al 5= 1 al f(xl) 5
yCMNM;yi'pO'f<xi)' —M; 9 “po - f (i) -

Et par le méme argument que précédemment, nous trouvons que

N
. 1 f(iUz)

b
f(xz)ézﬁ/a pof(z)? dz

1.3. Exemples en trois dimensions.

EXEMPLE 1.5. Poursuivons par un exemple en trois dimensions. Considérons un corps de
révolution homogene de masse volumique py (en kg/m?) supposée constante, délimité par la surface
engendrée par la rotation autour de 'axe des abscisses du graphe pour a < z < b d’une fonction
continue positive f (voir figure 3).

Corps de révolution

FIGURE 3. Exemple 1.5 (Dessin: table CRM)

Comme cela a été vu au cours de mathématiques, la masse du corps vaut
b
M = poﬂ'/ f(x)*dx
a

Pour des raisons de symétrie, il suit que

Yo = 0= zcm
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Par ailleurs, la coordonnée x du centre de masse vaut

1 b
Toym = Mpow/a vf(z)? dx

En effet, divisons intervalle [a,b] en N intervalles: § = 2,

délimité par x; et z;,1 = x; + 0 vaut en bonne approximation
por f (%’)25

r; = a+1-0. La masse du disque

Par conséquent,
1 N
Tom =~ Mpoﬂ' ZZ:; flflf<xl)25

Cette somme est plus grande que la petite somme de Darboux et plus petite que grande somme
de Darboux de la fonction z f(z)? associée a la division {zg = a, 71 -+ ,xn_1, 7, = b}. Comme la
fonction z f(x)? est continue, elle est intégrable et il suit que

N b
1 2 1 2
ToMm = A}lg;o o ;:1 zif ()70 = MPOW/ of (x)” de

a

EXEMPLE 1.6. Considérons une fonction de R? dans R. Un exemple bien connu en Suisse est
la fonction qui a chaque point du territoire suisse (repéré par deux coordonnées = et y) associe
son altitude. Désignons cette fonction par fog. Par exemple, en prenant les coordonnées utilisées
pour les cartes de la Confédération (systeme “CH1903” introduit en 1903), nous trouvons que

r=0601"277Tm, y =93'315m = fep(z,y) =2=3790 m

Donnons quelques précisions: le point x = 0, y = 0 des cartes suisses est le clocher de 1'église
de Saint-Emilion pres de Bordeaux ! Donc le point x = 601’277 m, y = 93'315 m est le point
a 601’277 m a 'est et a 93’305 m au nord du clocher de 1'église de Saint-Emilion. Il s’agit du
sommet du Pigne d’Arolla qui culmine a 3790 m au-dessus du niveau de la mer (voir figure 4).

FIGURE 4. Exemple 1.6 (Image: https://map.geo.admin.ch)

Le graphe d’une telle fonction peut étre représenté en 3 dimensions comme une carte en relief
(que l'on trouve parfois sur les cartes postales). Une telle carte en relief peut étre représentée en
deux dimensions par une vue en perspective.
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Soit g une fonction de R dans R positive continue définie sur un intervalle [a, b] et une fonction
f de R? dans R continue positive définie sur le domaine 2D délimité par le graphe de g, I'axe des
abscisses et les droites x = a, 2 =0 et x = b, z = 0. Par exemple, pour

g(x) =vV1—a?et f(z,y) =/1—22—y?eta=0, b=0.8

on obtient une portion de la sphere de rayon 1 centrée en (0, 0,0) dont la surface extérieure courbe
est représentée sur la figure 4 a l'aide du code Octave suivant:

clear

a=0;

b=0.8;
pasx=0.025;

pasy =0.025;
nx=(b—a) /pasx+1;
ny=1/pasy+1;
x=a:pasx:b;

© 00O Uk WN -

y=0:pasy :1;

[xx

,yy]=meshgrid (x,y);

function z=f(x,y)

if

(x."24y."2<=1)

z=sqrt(1-x."2—y."2);
else

z

=-0.01;

endif

end
for

i=1l:nx

for j=1l:ny

zz(j, 1)=1(x(1),y(i));

end

end

surf(xx,yy,zz)
xlabel ( )
ylabel( )

zlabel ( )

axis([-1 1 -1 1 0 1])
view (31,48)

print vol.png

Soit S le corps homogene de masse volumique py supposée constante délimité par la surface de
la figure 4 le plan horizontal z = 0 et les trois plans verticaux =0, y = 0 et = 0.8. La masse

de S est donnée par
z=0.8 V1—x2
M = pg / / dz | dy | dx
=0 y=0

=0

(/m

et le centre de masse de S est donné par

1 =0.8 V1—z2 1—x2—y2
Tom —Mpo/ / / xdz | dy | dx
=0 y=0 z=0
1 =0.8 1—x2 1—x2—y2
Yom = qrPo / / ydz | dy | dz
=0 y=0 z=0
1 =0.8 1—x2 1—x2—y2
ZoMm :Mpo/ / / zdz | dy | dx
=0 y=0 z=0
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2. Systéme de particules

2.1. Mouvement du centre de masse.
Pour chaque masse ponctuelle, on a

—

Fres/i(t) = @(t)

Parmi les forces agissant sur la masse m;, nous distinguons les interactions avec les autres masses
du systeme des forces provenant de 'extérieur du systeme:

N
Fres/i = Frese:pt/i + Z F‘j/z
J=1,j#i

ol Ij/; désigne la force exercée par la masse j sur la masse ¢ et Fcscqne/i la résultante de toutes
les forces extérieures agissant sur la masse i. De I’équation du mouvement pour la masse 7, nous
déduisons que

Z ﬁres/i(t) Z Z mzn =M — Z m; 7’Z = Mdcp(t)

=1 i=1
=ron(t)
De plus,
N . N . N .
Z Fres/z’ = Z <Fresezt/z’ + Z F}/z) ZFresext/z + Z Z F}/z = Freseat
i=1 i=1 j=1,j#i i=1 j=1,j#i
=Fpes et =0

ol Fieseqr désigne la résultante de toutes les forces extérieures agissant sur le systeme S. La
deuxieme somme est nulle en raison de la troisieme Loi de Newton (action=réaction):

Fjpi = —Fiyj

Il suit de ce qui précede

ﬁres ezt(t) = MJCM(t)

Par conséquent, le mouvement du centre de masse d'un corps étendu S correspond a celui d'un
point matériel dont la masse est celle du corps S et sur lequel une force égale a la résultante de
toutes les forces extérieures est appliquée.

2.2. Théoreme du moment cinétique.
Pour chaque masse ponctuelle, on a

Il suit que
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De plus,
N N N N N N
E T X Fres/i = E T X Fresemt/i + E F]/’L = E r; X Fresewt/i + E E T X F]/z
i=1 i=1 =1, j#i i=1 i=1 j=1, j#i
:Mresezt :6

—

= res ext

Ol M,eser désigne la somme de tous les moments, calculés par rapport a 'origine du référentiel
R, de toutes les forces extérieures agissant sur le systeme de particules S. Par la troisieme Loi de
Newton (action=réaction), la deuxiéme somme est nulle:

ﬁXﬁj/ri‘FjXE/jIﬁXF}/z‘—f}Xﬁy‘/z‘:<ﬁ_f})Xﬁj/izﬁ

car Fj,; et 7; — 7 sont colinéaires (fleches paralleles).
Par ailleurs, en vertu de la regle de dérivation d’'une somme,

Z Li(t) = % (Z Ei> (t) = Luos

Il suit de ce qui précede que

ztot@) = Mres e:pt(t>

Le théoreme du moment cinétique reste valable pour un systeme de particules.

2.3. Décomposition du moment cinétique.
Notons ?Z(t) la position au temps ¢ de la masse m; relativement au centre de masse. Par
conséquent, dans le référentiel du laboratoire, la position de la masse m; est donnée par

ri(t) = Tom(t) + 5i(t)

Il suit que

et

Remarquons que

N N N N
domadi(t) =Y mi (F(t) = Tou(t) = Y mifi(t) = Y mitou(t)
=1 =1 =1 =1

ZMFCJW(t)

=1

= Mo (t) — Fo(t) (Z mi> =0
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Par conséquent,

En résumé, nous trouvons que

Etot = Tom(t) X (Mvcp(t)) + Etot cM

avec

Fuvers =3 m, (s %500

i=1

Ce résultat est connu sous le nom de décomposition de Konig ou premier théoreme de
Konig.

2.4. Décomposition du moment de force.
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Par définition

N N

Mrese:pt - E Ty X Frese:vt/i - E (TCM + Si) X Fresext/i
i=1 =1
N N N N
= E Tem X Lreseat/i + E S; X Fresezt/i =Tcm X E Fresezt/i + E S; X Fresext/i
i=1 i=1 i=1 i=1
TV TV -
:Fres ext/S =iMyresext CM

=Tcm X Fresext/s + Mes ext CM

oU M, esert o, €St par définition, la somme de tous les moments, calculés par rapport au centre
de masse, de toutes les forces extérieures agissant sur le systeme de particules S.
Remarquons que

Etot(t) = ?CM(t) X (Mﬁc]ﬁ(f)) +7?CM<t) X (MJCM(t)) +ztotCM(t)
~- “ \ﬁ,_/

=0 =Flres ext/S

Par conséquent, en vertu du théoreme du moment cinétique et de ce qui précede, il suit que

—

EtotCM(t) = MresextCM<t)

2.5. Décomposition de I’énergie cinétique.
L’énergie cinétique totale du systeme S est donnée par

N
Ecintot :;imlugl(tﬂp
1 :
= 5> mi (Rt o 7i1)
=1
1 :
= 5> mi (Feu() + 5(0)) o (Fou(t) + 5i(0))
=1
Par conséquent,
1 . .
—52 s (IFear (82 + 15:(0) |12 + 255(t) @ Four (1))

(Z >H7'“CM O+ Zmzllsz O+ (Z '“-(t))-?CM(t)

=1

[\DI)—\
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Et finalement,

N
1 . 1 .
Ecintot = §M|’rC’M<t)H2+ E 577%”5 H + — (g mz 'L )‘TCM(t)
=1
N—————

=

1. N1 -
= SMlFen @+ smillsi o)
i=1
En résumé, I’énergie cinétique totale du systeme S est donnée par
/ 1 — 2 / = 1 > 2
Ecintot = EcinCM + Ecintot avec ECi'ﬂCM = §M||UCM(t)” et Eczntot Z §m2||82(t)||
=1

c’est-a-dire, ’énergie cinétique du centre de masse plus ’énergie cinétique des particules calculée
dans le référentiel du centre de masse.






APPENDICE A

Le corps solide: développements et cas général

1. Cinématique

1.1. Angles de Cardan et angles d’Euler.

En général, il faut 3N coordonnées pour décrire la position d'un systeme de N particules
(masses ponctuelles). Pour un corps solide (rigide), comme la distance entre les particules ne
change pas, il suffit de donner la position du centre de masse (trois coordonnées) et trois angles qui
décrivent la rotation d’un référentiel attaché au centre de masse du corps (trois axes orthogonaux,
attachés au solide, dont I'origine coincide avec le centre de masse). Six parametres suffisent donc
pour décrire complétement la position du solide. On suppose que les axes du référentiel lié au
solide sont, au temps t = 0, paralleles aux axes du référentiel d’inertie choisi pour décrire le
mouvement du corps solide. Rappelons que dans ce référentiel d’inertie, nous notons

7 (1) = Fear(t) + 55 (1)

Les trois angles peuvent étre par exemple les trois angles ., ¢, et ¢, de trois rotations
successives autours des trois axes x, y et z (voir figure 1 haut) ou les angles d’Euler ¢, 6 et ¢ (voir
figure 1 bas)

REMARQUE 1.1. Par convention, le sens de la rotation autour d’'un axe pour un angle positif
est donné par la regle du tire-bouchon ou la regle de la main droite.

Les angles ¢, ¢, et ¢, sont appelés angles de Cardan. Imaginons un avion se déplacant le
long de I'axe x. Alors I'angle ¢, correspond a l'inclinaison et peut étre modifié par les ailerons
situés sur les ailes. L’axe des x est appelé 'axe de roulis. L’angle ¢, correspond a l'assiette et
peut étre modifié par le gouvernail de profondeur sur la queue de I'avion. L’axe des y est appelé
I’axe de tangage. Finalement, I'angle ¢, correspond a ’angle de lacet et peut étre modifié par le
gouvernail de direction sur la queue de l'avion. L’axe des z est appelé I'axe de lacet (voir figure
2).

Considérons les angles d’Euler. Imaginons un avion dont 1’axe de roulis correspond a ’axe 5
L’angle ¢ correspond a la longitude de I'axe 5 et I'angle 0 a la latitude de 'axe 5 (avec # = 0 au
pole Nord). Finalement la variation de I’angle ¢ correspond a un mouvement de roulis.

1.2. Rappels d’algebre linéaire.

Faisons quelques rappels d’algebre linéaire. Soit f : R?* — R3 une application linéaire, ¢’est-a-
dire une application telle que

f(T+ @) = f(0) + f(0) et fF(NO) = Af(T), VT, W €R®, VAER
La matrice associée a f (relativement a la base canonique €7, €3, €3) est définie par

11 Q12 Aa13
A f= 1 G21 G22 a23
a3; azz ass

37
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FIGURE 1. Rotations autours des trois axes x, y et z (haut) et angles d’Euler (bas).
ou les nombres a;; sont définis par
f(e;) = alje_i —+ agje_é —+ G,gje_é

En mots, la j-éme colonne de Ay contient les coefficients du développement f(€;) relativement a
la base canonique. L’image d’un vecteur ¥ = x1€7 + x2€5 + w3€3 est donnée par

ailr aiz a3 1
f(x) = | G21 Q22 Q23 X2
azy asz Aas3 €3

Axe de tangage Axe de lacet

Axe de roulis _’
o
&

FIGURE 2. Roulis, tangage et lacet. (Image: http://www.lavionnaire.fr)
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De plus, si g est une application linéaire, alors
Apog = Ay

le produit matriciel des matrices Ay et A,:

(ApAg)i; = Y (Ap)in(Ag)s

k=1

Finalement, rappelons que la matrice de I'identité est donnée par

100
Ag=Id=10 1 0
00 1
Par conséquent,
AfAT =14

ol AJIl est la matrice de la réciproque de f.

1.3. Rotation R,(¢,).
Décrivons mathématiquement la rotation R,(p,) d’angle ¢, autour de ’axe des x. Notons

1 0 0
ee=10],e=11],e3=10
0 0 1

Ces vecteurs forment une base de R? appelée la base canonique. Apres la rotation, les vecteurs
€1, €5 et e3 seront donnés par

€1 €1 = €1
0
— RT(SDT) =/
€2 €3 = | cos(y)
sin(p;)
Ra(¢e) 0
& =5 6y = | —sin(p.)
cos(¢z)

En utilisant les matrices, il vient

1 0 0
¢/ = Ro(p.)é; = [ 0 cos(p,) —sin(p,) | €
0 sin(e.) cos(ey)

ou l'opération entre la matrice et le vecteur est la multiplication matricielle (lignes-colonnes).
De facon similaire, nous trouvons que

cos(py) 0 sin(ip,) cos(p) —sin(ps) 0
R,(py) = 0 1 0 et R.(p,) = | sin(p,) cos(yp.) 0O
—sin(p,) 0 cos(py) 0 0 1
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1.4. Dérivée de R,(p.(t)).
Revenons a 1’étude des rotations. Remarquons que

1 0 0 1 0 0
Rm<_gpx) = (0 COS<_§033) Sln(@x)) = ( COS((pw) SiIl( m))
Pz

¥
0 sin(—¢,) cos(—¢s) 0 —sin(p,) cos(p,)

jan}

Par conséquent,

1 0 0 1 0 0 1 00
R.(—pz)Ru(pz) = | 0 cos(p,) sin(yz) 0 cos(p,) —sin(p,) | =10 1 0
0 —sin(p,) cos(¢x) 0 sin(p,) cos(ps) 001
Si angle ¢, est une fonction ¢, (t) qui dépend du temps , alors
d
— R, (o (t
CR.(pu(1)

0 0 0 1 0 0
= Galt) (0 —sin(soxt( ) —cos( x(t))) (0 cos(Pa( )t) sin(, (t))) Ry (pa(t))

0 —sin(p,

—~ T+

Remarquons que pour 7 = (x1, z9, x3), il vient

00 O T 0 1 1
0 0 —1 To | = —x3 | = 0] x T | = e1 X1
01 0 T3 To 0 T3

Par conséquent, il suit

5(t) = Rulin(t))s = &(t) = (%Rzm(t))) § = Galt) (6 % Ro(0a(1))55) = (6a()é7) x 5(0)
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En notant
ﬁR@) = @x(t>€_i

il vient

5(t) = Rulpa ()0 = | 5(t) = Tr(t) x 8(1)

Le vecteur Wg(t) est appelé la vitesse angulaire. Remarquons que sa longueur est égale (au
signe pres) a la vitesse angulaire ¢, (t):

1GR()] = |¢2(t)]
De maniere similaire, nous trouvons que
5(t) = Ry(py(1)s5 = (1) = (8, (1)e3) x 5(t)
5(t) = Ro(:(1)s5 = 5(t) = (g:(t)es) x 5(t)

Remarquons que

¢ () 0 0
g)ei =1 0 |, gt)ea=|¢() |, S)es=|( 0 |,

1.5. Rotation autour d’un axe fixe quelconque.

Considérons comme cas particulier une rotation d’angle 0(¢) autour d'un axe d = Ré; qui ne
varie pas au cours du temps. R est une rotation qui envoie le vecteur de la base canonique €7 sur
le vecteur d (NB: ||d]| = 1). Alors

RA6(t)) = RR,(0(t)) R~
Remarquons que pour une rotation R,

R (EL X 5) = (Rd) x (RE)

car une rotation préserve les normes des vecteurs a@ et b ainsi que ’angle entre les vecteurs a et b.
Par conséquent,

3(t) = R{6(1))s

= §t)=R (%Rm(e(t))) R7's) = R((é(t)eq) X (Rm(e(t)m‘ls?)))

— 0(t) ( @ x\(R Rx(e(t))R_lsB)l) - (éa)cf) x 3(1)

Généralement, on note
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Par conséquent, dans le référentiel d’inertie R

S(t) = @g(t) x 3(t)| avec |Gr(t) = 6(t)d

1.6. Cas général.
Dans le cas général, on a (voir figure 1, page 36)

S(t) = R.(:(t) By (py (1)) Re(2(1))50

Remarquons qu’en effectuant deux rotations successives ont obtient une rotation qui dépend de
lordre dans lequel on effectue ces rotations. En d’autres termes, en général, les matrices des
rotations ne commutent pas (sauf si, par exemple, un des angles est nul !). Par exemple,

Ro(p2) Ry () # Ry(0y) Ru(p2)
Rappelons que pour une rotation R et des vecteurs a et bon a
R (ax 6) — (Rd) x (RE)

Par conséquent, en vertu de la regle de dérivation d’un produit, il vient

d

(0 = (GR0)) Byl Ralea0)s
#R(o:(0) (S RAA0) ) Relien(0)5-+ i) Ryl (0) S Reloc(0)5 )
= (@z(t)e_é> X \R =(t) 11y

2(= (1) By (y (1)) Ralipa(1)) S0

-
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En définissant le vecteur &g(t) comme ci-dessus, on trouve a nouveau

S(t) = Gr(t) x 5(t)

Explicitement, on trouve dans le référentiel R

0 cos(p,(t)) —sin(p,(t)) 0 0
Ga) = | 0 |+, [sin(et) cos(ety) o] [1
p-(t) 0 0 1/ \0

cos(p=(t)) —sin(p=(t)) 0\ [ cos(py(t)) 0 sin(py(t)) (1
+:(t) | sin(ps(t))  cos(p.(t)) (i 0 1 0 0

—py(t) sin(p.(t)) cos(¢.(t)) cos(gpy(t))

= | By(t)cos(p=(t)) | + $(t) | sin(p.(t)) cos(ipy(t))
¢(t) in(op, (t

B (so'y(t) sin(p.(t)) + Gx(t) cos(e

Sp.y(t> cos(p=(t)) + G (t) sin(p-
$:(t) — Pa(t )Sm(cpy

NN
~+~ S~
~——
~— —

Q

Q

n

S

<
—~
~— <+
~——
~—

1.7. Angles d’Euler.
Pour les angles d’Euler, les trois rotations successives donnent (voir figure 1, page 36)

5= Re(0)Re(0) R ()55

Or

et

Re(¢) = Re(0)R.(¢¥) RA—0)

Rappelons que pour une rotation R(a),
)

R(a)™! = R(—a) et donc R(—a)R(a) = Id = R(a)R(—«)

De plus, si des rotations se font autour d’'un méme axe, alors elles commutent:

Ry() Ry(B) = Ry(B) Ry()



Cinématique (page 44/82)

Par conséquent, il vient

Re(th) = RA6)Ro()Re(—0) = Ru(9)Ru(8) Ro(—0)R.($)R.(9) Ro(—0)R(—)

v~

=R.(—¢)R:(p)R:(¢¥)=R ()

= R.(©)Ry(0)R.(¢V) Ry (—0) R.(—)

et ainsi
=Id
Notons
S(t) = Ra(p() Ra(0(2)) R (1(1)) S0
Alors
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Explicitement, on trouve dans le référentiel R

0 . cos(p(t)) —sin(e(t)) 0 1
Gr(t)=1 0 | +0(t) | sin(p(t)) cos(p(t)) 0] (0
o(t) 0 0 1/ \o

_ cos(p(t)) —sin(p(t)) 0 1 0 0 0
+1(t) (Sin(go(t)) cos(p(t)) 0) (0 cos(0(t)) sin(Q(t))) (0)
0 0 1 0 sin(6(t)) cos(6(t)) 1

0(t) cos(p(t)) sin(¢(t)) sin(6(t))
= | 0(t)sin(p(t)) | +9(t) | —cos(p(t))sin(6(t))
o(t) cos(0(t))

(¢) cos(p(1)) + t(t) sin(io(¢)) sin(8(1))
= | () sin((#)) — (1) cos(io()) sin(8(1))
() + (t) cos(B(t))

1.8. Repere lié au solide.
Notons R(t) la rotation considérée ci-dessus:

R(t) = R.(p(t)) R (0(1)) R ()(2))

Notons B . B
filt) = R(t)ei, fa(t) = R(t)és, f3(t) = R(t)es

Rappelons qu'une rotation ne change pas ’angle entre deux vecteurs, par conséquent, elle préserve

le produit scalaire
(R(t)a) . <R(t)5) —Geb
En particulier, une rotation ne change pas la norme des vecteurs et pour tout temps t,
IA@I = IR0 = 1f@)1 =1 et fit) o fo(t) = fi(t) o fo(t) = fo(t) » fa(t) =0 et
fo(t) = R(t)és = R(t)(é1 x é3) = (R(D)é1) x (R(1)é3) = filt) x falt)

Par conséquent, pour tout ¢, les vecteurs fi(t), fo(t) et f3(t) forment une base orthonormée de R3
que nous notons Fj:

Fo= (i), fat), fo(t))
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Les vecteurs fi(t), fa(t) et f3(t) peuvent étre représentés par trois fleches perpendiculaires
entre elles de longueur 1 tournant avec le solide et attachées au centre de masse du solide. Elles
définissent donc un systeme d’axes lié au solide que nous appellerons repere lié au solide.

Soit @ un vecteur dont les composantes dans le référentiel R sont

3]
adp= | as | = a1e1 + ases + ases

as

Que valent les composantes du vecteur @ dans le repere lié au solide (i.e. relativement a la base
F:) 7 Notons les composantes de @ dans le repere lié au solide par

Ay
C_l's - AQ
As

@= AL fi(t) + Ao fo(t) + Asfs(t) = ALR(t)é; + AsR(t)és + AsR(t)é;

R(t)n R(t)ia R(t)13 a
= A (R(t)ﬂ) + A, (R(t)m) + As (R(t)%) = a1€] + ax€; + azez = (az)
R(t)s R(t)32 R(t)s3 as

c’est-a-dire

Alors

C?R = R(t)c_is et donc CTS = R(t)’lcTR

Rappelons que si Ay et A, sont des matrice, alors (A,A f)_l

solide, on trouve

= AJTIA;I. Dans le repere lié au

1 0 0 0
= Q) R.(—(1)) (0 cos(—0(t)) Sin(9(t))) (0)
0 sin(—0(t)) cos(—0(t)
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2. Moment d’inertie

Dans le référentiel d’inertie R, les positions des masses m; constitutives du corps solide rigide

S sont notées
7i(t) = rem(t) + si(t) = rem(t) + R(t)Si

ou R(t) est la matrice d'une rotation.
Calculons le moment cinétique L;; opr. Dans le référentiel d’inertie R, nous trouvons

N N
Lioion = Y mi (5(0) x 5i(0) = Y- m, (gi(t) x (wR(t) x 5(@))
i=1 i=1
En vertu de l'identité démontrée au cours de mathématiques
i x (Ex 5) —@ed)b— (a.E)a
il suit que
N
R ((@(t) o 5i0))ant) ~ (s0) @(t))@(t))
i=1
Remarquons que
50050 = (8050 ) o (R(O50) = 500 50 = 50

car les rotations préservent le produit scalaire. Par ailleurs, rappelons que
Wr(t) = R(t)ds(t)
Par conséquent,

(00 an(t) = (705n) o (R(035) = 5005
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Notons
Ql<t> Si01
ds(t) = | Qa(t) | et 5o = | sio2
Q3(t) 5303
Alors

N
Lowers =Y m, (ugioyFR(t)cvs(t) - (50 . ws) R(t)%)
=1

= R(t) (j_v; m; <||§,-0H2c35(t) - (s:-o . ws) 370) >

N (1)
r ;mi<(s?01+s?m+8?os) o0

Si01
— (51010 () + Si02822(1) + 5i0323(2)) | Sioz )

Si03

N (831 + St + S203) Q1 (t) — (5i01Q21(t) + 8i02Q2(2) + $i03Q23(t)) si01
Z my; (S?OI + 3%02 + 81203) Qg (t) — (Si0191(t) + Siong (t) + SiogQg (t)) Si02
i=1 (201 + Stz + S203) Q3(t) — (510121 (t) + $i02Q2(t) + 5103Q3(2)) Si03

Z m; | (s + s3s) Qa(t) — sio15i0221 (1) — Si025i0323(t)
=1 (51201 + 8?02) Qg(t) — 3i013i03Q1(t) — SiogSiogQQ(t)

2 2
N Sio2 T Siog  —Si01Si02  —Si015:03 M (t)
2 2
E mi | —Si01Si02  Sjor + Sio3  —Si025i03 Qa(t)
; 2 2
i=1 —S$i015i03  —Si025i03  Sip1 T Sioz Q3(t)

( N (8203 + 8%3) (1) — si018i02Q2(t) — Si015i0323(t)

S (shy + shy) = S MuSiorioz — Doiy MiSio1Sios (1)

= R(t) - Zf\; M 8015402 sz\il m; (8?01 + 8?03) - Ef\il mM;Si025:03 Qz(t)
Qs(t

= MuSionsios — Doiy MuSioaSios Yoiy M (53 + 57,) . (1)

~
=:1

La matrice I est appelée le tenseur d’inertie.



Axes principaux (page 49/82)

3. Axes principaux
Le systeme d’axes lié au solide défini par les vecteurs

filt) = R()éi, fo(t) = R(t)és, fo(t) = R(t)es,

coincide avec le systeme d’axes du référentiel d’inertie R au temps ¢t = 0. En d’autres termes, au
temps t = 0,

Fo = (fi0). £(0), fo(0)) = Can = (i, 63, &)

la base canonique de R3.
Soit
G = (g1, 92, 93)

une autre base de R?. Notons
S = (Id)g™

la matrice de changement de base définie par
g_]) = Sljeﬁ + 82]'63 -+ ng(%

Si les composantes d’un vecteur a@ dans la base G sont
Ay

alors ses composantes dans la base canonique sont

a = Aigi+ Asga + Asgs
= Ay (S11€1 + Sa1€5 + Ss1€3) + Ag (S1261 + S226€3 + Saz€3) + Az (S13€1 + S23€s + Sz3€3)
= (S11A1 + S1245 4 Si13A3) €1 + (S21A1 + Sz As + Sz As) €3
+ (S3141 + S32A5 + S33A3) €3

= Qegn = S CYg
Supposons maintenant que
Sio = SU;

ou u; sont les composantes de S;y dans un autre repere d’axes orthogonaux lié au solide défini
par une base orthonormée G = (g1, g2, g3). Rappelons que la j*™¢ colonne de la matrice S contient
le vecteur g; écrit dans la base canonique. Comme G est orthonormée

97"93:5@‘

il suit que

STS=85"=1d
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ot ST désigne la transposée de la matrice S définie par

(ST)ij = Sji

Il suit aussi que le produit scalaire est invariant par .S:
(Sa)e (Sa)=ded
En effet,

m=1 m=1 \p=1 m=1 p=1 ¢=1
3 3 3 3 3
= a S Smq | ag = ap0paQ aya, =aed=|al*
- P pm*~mq q PYpPq-rq PP T -
p=1 ¢=1 m=1 p=1 q=1 p=1
Vv
~(s75)

Calculons maintenant le tenseur d’inertie:

ka (HSkOH 61] 8k015k0_7>

Z <||uk|| ZZS 8pgSa: — (S, (sak)j>

p 1 g=1 J
52]
N 3 3 3 3
S (Bo) (o)
=1 p=1 q=1 p=1 =1
3 3
= Zzszp (ka(HukH Opq — ukpqu)> Squ
p=1 g=1 k=1 _
:?Irgq
3 3
= Z Z SlplquqTJ
p=1 g=1
_ GqQT

ot 19 désigne le moment d’inertie calculé avec les coordonnées des vecteurs 5o relativement a la
base G. Nous avons montré que

Jean = §198°T
ou encore (rappelons que S'S = Id)

ST[canS: ST (SIQST) S = (STS) [g (STS) = Ig = Ig = STlcanS
=Id =Id
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Comme la matrice I est symétrique, en vertu du théoreme spectral, il existe une base
orthonormée G de R? telle que

I, 0 0
Shrang—=10 I, 0| =19
0 0 I

ou S est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs de la base orthonormée G.

Nous avons montré que pour tout solide, il existe une systeme d’axes perpendiculaires lié au
solide par rapport auquel le moment d’inertie 19 est une matrice diagonale. Ces axes s’appellent les
axes principaux du solide et les termes diagonaux de 19 s’appellent les moments principaux
d’inertie. Ce résultat est connu sous le nom de théoréeme des axes principaux.

4. Exemple

EXEMPLE 4.1. Nous considérons un cylindre homogene de masse volumique (constante) po,
de rayon R, de hauteur h, de volume V' et de masse M (voir figure 3).

FIGURE 3. Exemple 4.1. (Dessin: UniGe)

Pour calculer I3, on décompose le cylindre en tubes cylindriques de rayon r et d’épaisseur dr.
Remarquons que

(x2 + yQ) dV = r*27r2h dr

Ainsi

R
r

R 4
I3 =133 = / r2p027r7“2h dr = po2m2h ( 1 )
0

1 1
= —pogR*2h R*> = ~M R
. 2;00‘7T - , 5
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Pour calculer Iy = I;; (ou I3 qui est égal a I; vu la symétrie) on décompose le cylindre en

plaques perpendiculairement a ’axe 1:

R \/ R2—r? h
Il = 111 = po/ (/ (/ (7“3 +2’2) dZ) d’l“g) d’l‘l
ri=—R rzz—\/RQ—r% z=—h

R v/ R2—r? ) 2 X
= pPo 7”22h + gh d’f’g dTl
r=—R T

N
2

R \/ R2—r?
ri=—R

4 R 3 R
:gpoh / (RQ—Tf)2 dr1+h2/ \/R2 —r?dr
-R J-R

TV
_1
=57R

Pour trouver ce résultat, on peut aussi simplement appliquer le résultat du bloc parallélépipédique

avec
2-ly=dry, ly=/R2—rietilz=h
Il vient
%(@H?) gpm/RQ—rlh(R — i +h?) dry
et

Il—]ll —/ —po\/RQ—T%h (R2—T’%+h2) d?"l

La premiere intégrale se calcule en effectuant un changement de variable:

R 0
/ (R* - r%)% drq ri=feos(e) —R4/ sin(a)* da

R

= _R! /ﬂo (1_%8(20‘))2 do = —%4 /ﬂo (1 — 2cos(2a) + cos(2a)?) da

= _RI <a —sin(2a) + 411 (2a + sin(2cv) cos(2a)))

0 R437r
T4 2

Ainsi,

4 R*3rn R?> h? R? h?
]’ _ - e 2 2 — 22 s - :M - o
1 3poh(42+h WR) w(4+3> (4+3)

=M
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Les termes hors diagonale sont nuls. Par exemple,

h R R2—1?
112:/ / / rirodry | dry | dz
z=—h ri=—R —\/R2-1?

N J/
-~

=0

On montre de maniere similaire que I13 = I>3 = 0.
En résumé, pour le cylindre homogene, on trouve que

Rz | h?
M (241 0 0
I — R2 h2
0 M(Z+2) 0
0 TMR?

5. Rotation autour d’un axe fixe

5.1. Rotation autour de ’axe z.

Considérons un solide S en rotation autour de l'axe x passant par le centre de masse de S.
Notons R, (6(t)) la matrice de rotation qui décrit la rotation du solide. Nous supposons que
I’axe de rotation correspond a un des axes principaux de 5, c’est-a-dire que

I;, 0 0
I=10 I, O
0 0 I
De plus,
Gr(t) = 0(t)é] et @s(t) = Ry(—0(t))r(t) = Ryo(—0(1)) (0’<t)ez) = 0(t) Ro(—0(t))éi = Gr(t)

Gr(t) = ds(t) = 0(t)é&

Par conséquent (notons ¢(t) au lieu de dg(t)),

Ligten(t) = Ra(0(1)) (13(1)) = Ra(6(2)) (119(051) = 0(t) [hei = Lai(t)

En résumé, nous trouvons que

5.2. Rotation autour d’un axe fixe quelconque.

Considérons un solide S en rotation autour d'un axe fixe passant par le centre de masse de S
et de vecteur directeur d = Réj. Notons R A0(t)) la matrice de rotation qui décrit la rotation du
solide. Pour rappel, nous avons vu que

RAO() = RR(0(t) R~

Nous supposons que 1’axe de rotation correspond a un des axes principaux de S.
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que la matrice R est telle que 'image par R
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des autres vecteurs de la base canonique, €5 et €3, sont les vecteurs directeurs des autres axes
principaux de S. En d’autres termes, nous pouvons supposer que

I, 0 0
R'I*"R=19=(0 I, 0
0 0 I
De plus,
Fn(t) = 0(1)d et (1) = Rf~0())Fn(t) = R ~0(1)) (8(1)d) = 6(t) R ~0(1))d
~————
=d
ainsi

Tn(t) = 3s(t) = 0(t)d
Par conséquent (notons Ry au lieu de Ry{(0(t)) et d(t) au lieu de &g(t)),
Ligcu(t) = Ry (I°"d(1))

—R; (@@I 1= (9(1)d)

=Id

=0(t)R; | RR'I°"R¢;
—J9

= 0(t)R;(RIé)

=0(t)[,R;(Rér)

Le vecteur &W(t) est appelé la vitesse angulaire. Remarquons que sa longueur est égale (au signe
pres) a la vitesse angulaire 0(t):

I@s)ll = 16(0)]

De I'équation

Ltot CM(t) - Mres ext C’M(t)
il suit dans le cas d’une rotation autour d’'un axe fixe A égal a un des axes principaux,

IA Cv(t) = Mres ext CM(t)

ou I désigne le moment principal d’inertie correspondant a ’axe A. En définissant I’accélération
angulaire par
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il suit

[A &(t) = Mres ext CM(t)

Rappelons que

—

MJCM(t) - Fresemt(t)

6. Regle de Steiner

Si le corps solide S est contraint de tourner autour d’un axe fixe A, parallele a un axe principal
A’ de S, mais ne passant pas par le centre de masse de S, alors il est plus commode, comme nous
le verrons sur un exemple, de ne pas décomposer le mouvement relativement au centre de masse
comme nous 'avons fait jusqu’a présent.

Reprenons le calcul du moment cinétique total. Nous supposons que A est un des axes d’'un
référentiel d’inertie R (i.e. 'axe A est fixe dans le laboratoire). Sans perte de généralité, nous
pouvons supposer que €3 est un vecteur directeur de A (voir figure 4)

0
A = (é3) avec ez = | 0
1

et que la position du centre de masse du solide S est donnée par

. . dcos(6(t))
Tonm = d(t) avec d(t) = dsin(()G(t))

Remarquons que

FIGURE 4. Regle de Steiner. (Dessin: CdC)

Par hypothese, relativement a la base canonique, le tenseur d’inertie est diagonal

L 0 0

N
[ = 0 ]2 0 avec Iij = ka( (Sim + 8202 + 5%03) 52‘]' — SOkiSij>
0 0 IA/ k=1



Exemple d’application de la régle de Steiner: le pendule physique (page 56/82)

ou nous avons adopté les notations utilisées plus haut. De plus,

0
wr(t) = ws(t) = 0
6(t)

Alors, en reprenant le calcul présenté plus haut, nous trouvons que le moment cinétique total est
donné par

I_;tot — I(Ijs (t)

avec
I 0 0
I=|(0 L+ Md 0
0 0 In + Md?

ou M désigne la masse du solide S. Ce résultat est appelé la regle de Steiner. En particulier,

In = Inr + Md?

En effet, pour les éléments diagonaux, nous trouvons que

N
IA = 1'33 = Z mg ((SOkzl + d)2 + 3(2)k2)
k=1

my (sgkl + 2s0p1d + d* + sng)

M= 1=

N N
mi (Sgkl + Sgkz) + 2d <Z mk50k1> +d2 <Z mk>

k=1 k=1
N TV 7 TV -

=0 =M

i

1

= In + Md?

Un calcul similaire donne Z, = I, + Md?. Finalement,

N
1, = ka (sok2 + stxs) = 1
k=1

Pour les éléments hors diagonale, nous trouvons que

N
Ly = Z my (Sok1 + d) Sokz

k=1
N N
= g Mk Sok1S0ke +d E MESok2
k=1 k=1
N TV TV -
=T12=0 =0

Un calcul similaire donne Z;3 = 0 = Z3.
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7. Exemple d’application de la regle de Steiner: le pendule physique

Considérons un corps rigide étendu (par exemple une
barre rigide) qui oscille autour d’un axe passant par un
point du corps lui-méme, différent du centre de masse
! Un tel pendule est appelé un pendule physique.
Nous allons montrer, sous I’hypothese d’oscillations
de faible amplitude, que la période du pendule
physique est donnée par

I

T =2m
mgl

CcM

ou Ia désigne le moment d’inertie du corps relative-

(Dessin: College de Candolle) ment a I’axe A de rotation et de suspension.
Sur le dessin, si nous supposons que le corps est homogene, alors ’axe z est un axe principal.

En effet, comme I'épaisseur du corps est constante (nous la notons 2¢), le centre de masse est au
milieu de I’épaisseur du corps et il vient

Ilgz/xde:/</ :Uzdz) dxdy et
\% S —e

]ng/yZ:OdV:/</ yzdz) dxdy =0
14 S —e

=0
Par conséquent,
Iy s O
I'=|1In I O
0 0 I3

De plus, la rotation a lieu autour de ’axe z, par conséquent,

0
Ws(t) = Wr(t) = | 0
A1)
et donc
Iy I O 0 0
](Ijs(t): ]21 ]22 0 0 = 0
0 0 1) \ew)) \Iew

ou p est Iangle défini sur la figure représentant le pendule physique. (NB ¢ = 0 correspond a la
position verticale du pendule.)

7.1. Référentiel lié a ’axe de rotation.

Les forces subies par le pendule physique sont la gravitation plus la force exercée par I'axe sur
le pendule (sur le pallier). Relativement au référentiel lié a 'axe, le moment de la force exercée
par l'axe est nul et seul le moment de la force de gravitation n’est pas nul. Il est donc commode
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d’écrire les équations du mouvement dans le référentiel 1ié a I'axe plutot que de travailler dans le
référentiel lié au centre de masse. En vertu du théoreme du moment cinétique, nous trouvons que

—

Mresea:t = Etot - IA&(t> = IAa(t)e_?; = ]Agb(t)e_é

ou €3 est le vecteur directeur de longueur 1 de I'axe z (voir dessin). De plus, en vertu de la regle
de Steiner,

IA = IA/CM + ml%M
Par ailleurs,

N N
Mresezt = Zf; X (ng) = (Z mzﬁ) Xg: mlCM X g‘: _mglCM Sin(@)e_?:

i=1 i=1
=mlom
(NB Sur le dessin ¢ < 0). Par conséquent, 1’équation du mouvement s’écrit
In$(t) = —mglon sin(p(t))

et pour des petites oscillations
il vient

c’est-a-dire

ou encore
mglcar
Ia

G(t) +wo(t) = 0 avec w =

C’est I’équation d’un oscillateur harmonique dont la solution générale est donnée par

o(t) = acos(wt + )

La période est donnée par

[A’ -+ ml
ST =21 = T—27r—:
mglC’M mglCM

7.2. Référentiel lié au centre de masse.
Plagons-nous maintenant dans le référentiel lié au centre de masse. Le moment de la force de

gravitation est nul
N n
E §; X m;g = E m;S; | X
i=1 i=1
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et nous devons déterminer le moment de la force exercée par I’axe sur le solide. Dans le repere lié
a I’axe, les coordonnées du centre de masse sont

. sin((t))
Fem(t) = lom = lea | —cos(p(t))
0
cos(ip(t))p(t) cos(ip(t))w(t)
= Uom(t) = loum | sin(p(t))o(?) loa | sin(p(t))w(t)

= dom(t) =lom | cos(e(

Par conséquent,

—

F'res ewt(t) - maCM(t) = ﬁame/pend + mg = ﬁaaze/pend = mc_’:CM(t) —mg

= MresextCM = _fCM X ﬁaxe/pend = _meM X C_iCM + meM X g
. . . cos(p(t)) sin(p(t)) 0
= mw(t)® loy X ley —ma(t)lenlon X | sin(p(t)) | +mglea | — cos( )| x|-1
5 0 0
— sm coS <p (1)) 0
=ma(t)lZ,, [ cos(e sin(e(t)) | — mgleasin(e(t)) | 0
0 1
0
= — (mgleasin(p(t)) + ma(t)lz,,) | 0
1

Il suit

Ina(t) = — (mglearsin(p(t)) + ma(t)lg,)
et pour des petites oscillations
Ina(t) = — (mglCMgp(t) + moz(t)léM) = (]A/ + mZQCM) G(t) + mglepp(t) =0

Nous trouvons donc la méme équation pour ¢(t) en nous plagant dans le référentiel du centre de
masse ou en nous placant dans le référentiel lié a I'axe et en utilisant la regle de Steiner.
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8. Le gyroscope

On considere un corps de révolution (com-
me par exemple un disque), appelé le
volant, qui tourne a vitesse angulaire &
autour de son axe d’invariance par rota-
tion. On note I son moment d’inertie. Par
ailleurs 'axe de rotation du volant tourne
dans le plan horizontal. On suppose que le
centre de masse du volant est a distance d
de l'axe de rotation vertical. On note ¢(t)
I’angle entre I'axe x et ’axe de rotation du
volant et Q(t) = 4(t).

Calculons le moment cinétique du volant dans le cas d’un disque. Notons 3;(¢) la position de
la masse m; du systeme au temps ¢ relativement au centre de masse. Alors,

5i(t) = R(t)Sio = R.(p(t)) Re(wi)Sio

ou, rappelons-le (voir figure 5),

cos(p(t))  —sin(p(?))
R(p(t)) = Sin(sg(t)) COS((@)@(t))

€L

0 cos(wt)
0 sin(wt)

8 a
]

FI1GURE 5. Le gyroscope “vu du dessus”

Alors

— sin(wt)




Energie cinétique d’un corps solide (page 61/82)

Par conséquent,

cos((t)) —sim(p(t)) 0 weos(p()
Or(t) = Qt)ez + w | sin(e(t)) cos(e(t)) 0] é = | wsin(p(t))
0 0 1 Q(t)
et
Ws(t) = R(t)"'Gr(t) = Ra(—wt)R.(—¢(t)) (At)E5 + wR.(o(t))e1) = | Q(t) sin(wt)
Q(t) cos(wt)
Il suit que
]1 0 0 w
Edisque oM (t) = R(t) 0 I, 0 Q(t) Sin(wﬂ
0 0 I Q(t) cos(wt)
cos(p(t)) —sin(p(t)) 0 1 0 0 Lw
= | sin(p(t)) cos(p(t)) 0] |0 cos(wt) —sin(wt) LQ(t) sin(wt)
0 0 1 0 sin(wt) cos(wt) LQ(t) cos(wt)
cos(p(t)) —sin(e(t)) 0 Liw Iw cos(p(t))
= | sin(¢(t)) cos(e(t)) 0O 0 = | Liwsin(p(t))
0 0 1) \LAQ(t) L)
]1:—MRQet]2:M(RZ2+%)

ou e désigne I’épaisseur du volant.

Par conséquent, en vertu de la regle de Steiner,
—LwQ(t) sin(p(
(t) = [ LiwQ(t) cos(p(t

axe 2 .

LA

)
)

t
)
ou R )
e
I=Md+M|—+ —
2 i ( s 12>
9. Energie cinétique d’un corps solide

9.1. Energie cinétique de rotation.
Calculons 'énergie cinétique totale du corps solide S calculée dans le référentiel du centre de
masse. Rappelons I'identité démontrée au cours de mathématiques:

- - N\ 2
@ x B2 = @218 ~ (@ ?)

Par ailleurs, rappelons que
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et que nous notons les coordonnées du vecteur WJg(t) relativement au repere 1ié au solide par

Qi (t)
Ws(t) = | Qa(t)
Qs(t)
Il suit que
N '
Et/:'mtot = Z émngl(t)HZ
i=1
1 N
k) > mil|G(t) x 5]
i=1

= 2 S m (IGO0 — @(t) @ 5:(1)°)

=1
2
Z—Zmz [R®@s @) | Rt )Szoll2 (R()ds(1)) o (R(t)3i)
—las@lz  =lsol® s (t)w5i0

- Z m; (( 24 Q1) + Qg(t>2> (s?ol + 850y + 5?03)

- (91 (t)si01 + Qs (E)s103 + Qg(t)SiO?») 2)

N
1
D) Zmi (Ql(t)25?01 + Q2(t)25?01 + Q3(t>282201 + Ql(t)QS?(Jz + Q(t)%s5 Sioa + st )53 802
=1
+1 (1) 5703 + Q2(t) 5705 + Q1) 503

_Ql(t>25?01 - Q2(t)25?02 - Q3<t)282203

—20 (1) 51012 (t) si02 — 221 (1) $50123(t) Si03 — 292@)51;0293@)5@'03)
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N
1
—9 Z m; (Q2<t)282201 + Q3<t)232201 + Ql(t)QS?oz + Q3(75)231202 + Ql(t>23?o3 + 92@)23?03
i=1

—201 (1) Si0122() Si02 — 221 (1) 5101823(t) Si03 — QQQ(t)SiOZQB(t)SiO?))

N
1
— 9 Z i (Ql(t)2 (32202 + 5?03) + Qu(t)? (5?01 + 3?03) + Q(1)? (31201 + 51202)
i=1
=204 (t)5i0122(t) si02 — 221 (2) S50123(¢) 8103 — 2€22(1) 5502€23() Si03
! SN mi(shotsty)  — iy mi(siorsins)  — Xy ma(sionsios) Q1(¢)
= 5 (Ql(t) Qa(t) Q3(t)) = >N, mi(siosioz) Zfilmi(51201+81203) =30, mi(sio2sios) Qa(t)
=N misionsios)  — Som g mi(sio2sios)  Sonq my (51201 +st2) Q3(t)
. =T
= 5@g(t)TmS(t)

En résumé, nous trouvons que

1 1. }
Ecintot = §A]\4||UCM||2 + §W5'<t>—r](x}5(t)

Le deuxieme terme est appelé I’énergie cinétique de rotation. Nous le noterons E.;, ;. Ainsi

Ecintot = EcinCM + Ecinrot

9.2. Ellipsoide d’inertie.
Dans le systeme d’axes principaux lié au solide, le tenseur d’inertie est diagonal

I, 0 O
I9=(0 I, 0
0 0 I3
et I'énergie cinétique de rotation devient
1
Eeinrot = 3 (L)% + LQs(t)? + I03(1)%)

Si ’énergie cinétique de rotation est constante, alors

1= (Ql—(t))2+ (Qz—(t))z + (Qs—(t))? Vi avee a = y | 2oeinret

aq a9 as Iz

C’est 'équation d’un ellipsoide dans 'espace des € (voir figure 6). Il est appelé P’ellipsoide
d’inertie.
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9.3. Orientation de L par rapport a .
Commencons par quelques remarques d’ordre mathématique. Soit f : R* — R une fonction

dérivable. On définit le gradient de f, noté gr?l( f) ou Vf, par

of
ox
—> -
grad(f) =Vf = [ 5
af
0z
Soit S une surface dans I'espace définie par
x
S={7F=|y| eR®| f(¥) =0
z

et

m(t)=|yt) | €e SVte]—1,1] cest-a-dire f((t)) =0Vt €] —1,1]

une courbe sur cette surface. Notons 7 = 7(0). Alors

of . f

0= G0) = i)+ Sow + a0 - ((W) <f<t>>>-?<t> - ((W)(%))-?@:o

ce qui signifie que le vecteur (ﬁ f)(70) est orthogonal au plan tangent a la surface S au point 7p.

En posant
O\ 9\ 795\
F(Q4,89,Q3) = (—1) + (—2) + (—3) -1
a1 a2 as

FIGURE 6. Ellipsoide d’inertie. (Dessin: UniGe)
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il suit que (rappel: a; = |/ ==cinret)

o
T R 1 1
IQQQ = st ==

Qs Ecin rot IQQQ Ecin rot cinrot

LtOtCMS

<
—
I
[N
I

ou
LtotCMSZ Ly | =1ds

désigne les coordonnées de L;,; o relativement au repere lié au solide. Par conséquent, le moment

cinétique Ly on, st un vecteur normal au plan tangent a la surface de l'ellipsoide d’inertie (voir
figure 7).

FIGURE 7. (Dessin: UniGe)

Il suit de ce qui précede que Lyt cnr, est parallele a o, uniquement dans les cas suivants:

(1) pour un ellipsoide d’inertie quelconque (avec I # I # I3 # 1), lorsque 'axe de rotation
correspond a un des axes principaux;

(2) pour un ellipsoide d’inertie de révolution (i.e. Iy # I; = I3), lorsque &g est parallele a
I’axe 2 ou dans le plan engendré par les axes 1 et 3;

(3) pour un ellipsoide sphérique (i.e. Iy = I, = I3), pour toute orientation de dJg.

EXEMPLE 9.1. Considérons un barreau de masse négligeable portant a ses extrémités 2 masses
égales et fixé en son centre a un axe de rotation avec lequel il fait un angle constant « (voir figure
8).

Dans le premier cas, la direction de L;,cps varie au cours du temps et en conséquence, le
systeme subit un moment de force M,cseotcnr = Liot onr €xercé par les paliers. Dans le deuxieme

cas, la direction de L. o ne varie pas et Myesertonr = Liotonmr = 0.
C’est pour cette raison qu’il faut équilibrer les roues de voiture avec des charges de plomb, de
facon a faire coincider ’axe principal d’inertie avec I’axe de rotation.
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10. Energie mécanique du corps solide

Rappelons le théoreme de 1’énergie cinétique: pour une masse ponctuelle m;, la variation
de I'énergie cinétique est égale au travail de la force résultante agissant sur m;:

t1
AEcini = Ecini(tl) - Ecznz(t0> = / Fres/i(t) L4 Uz(t) dt

to

Nous supposons que le corps solide S est soumis a l’action d’une force extérieure conservative
Fextcons (comme par exemple la force de gravitation). Par définition, le travail de cette force ne

dépend pas du chemin parcouru par une masse m;:

= /ttl (ﬁeaztcons/i ° Ul(t)) dt = —(U(Fi(t1)) — U(F,(t)))

— —

Fewt cons/i

ou U désigne le potentiel dont dérive la force conservative Fl..;cons, ¢’est-a-dire,

ﬁeztconS(F) = _<§U) (F)

N

o#T/2 _[

3 =
Mdt‘f e
L . -
|

I ey

2%
o ﬁf(udt)
|

FIGURE 8. (Dessin: UniGe)
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Pour le corps solide S, nous trouvons

N t1
AZ?cintot = Ecintot(tl) cmtot tO Z/ < res/z .@(t)> dt

(( extcons/z )+ZF}/Z(t)> .@(t)) dt
JFi

extcons/z hd Uz dt + Z Z / ]/Z . 'Uz(t)> dt

>/
/(s

_ z 1 j7#0 B
—(U(m(t )) U(7i(to))) -0
N
= - (Z U(ri(t1)) — Z U(ﬁ‘@o)))
=1 =1

Le deuxieme terme a ’avant derniere ligne est nul. En effet, en vertu de la troisieme Loi de Newton
(action=réaction), il suit que

Fig = —Ejy
De plus,

cte = [[F(0)—75(0)]| = 0= C‘é((*(t) —@(t»-(mt)—w») = 2(7() — 75(t)e (7i(t) — 75(1))

1l en résulte que 7(t) — 7j(t) est toujours orthogonal & 7(t) — 7j(t). Par conséquent,

/t:l (F’j/i(t) -Ui(t)) dt+/tt1 (E/j(t) .@-(t)) dt = /ttl (F’j/i(t) . (ﬁ(t) —@(t)>) dt

0 0 .,

g

=0
car la force F;/j est parallele a 7;(t) — 75(t).

10.1. Mouvement a la surface de la Terre.
Pour une masse ponctuelle se déplagant a la surface de la Terre, nous avons vu que nous
pouvons faire ’approximation

Par conséquent,

Z = <Z mzzz > 9= MgZCJVI( )
i=1

=Mzg ), (1)

ou M désigne la masse du corps solide S.



(page 68/82)

Equations d’Euler

Nous avons donc montré que pour un mouvement a la surface de la Terre, I’énergie mécanique

totale
1 B e 1, 7.,
SM||[voa ()" + 5Ws(t) 1Gs(t) + Mgz, ()

Etot = EcinC’M + Ecinrot + EpotC’M = 9

ne change pas au cours du mouvement. L’énergie mécanique totale est conservée.

En effet,
Ecz'ntot<t1) - Ecintot(tO) = - (MgZCM (tl) - MgZCM (tO))

= Ecintot(tl) + MchM (tl) = Ecintot<t0) + Mgsz (tO)

11. Equations d’Euler

En 1765, Euler définit le centre de masse, les moments d’inertie et les axes principaux d’inertie
dans un traité intitulé “Theoria motus corporum solidorum seu rigidorum”; son fils publiera, en

—

1790, une édition revue et augmentée de cet ouvrage.
Nous avons vu que les équations du mouvement d’un corps solide S sont données par
Fresemt - MJCM(t) et LtotCM - MresethM(t> avec LtotCM - R(t)]U_J)S(t)

Nous pouvons sans perte de généralité supposer que I est diagonal

L 0 0
I=10 L O
0 0 I3

Notons le moment de force extérieur dans le référentiel 1ié au solide par
M (t)

MreseaxtCMs = R_l(t)MresextCM(t) — M2(t)
M;3(t)

Alors, I'équation décrivant la rotation du solide donnée ci-dessus devient
Myesentons(t) = Liors = @r(t) X (R(H)I3s(t)) + R(t)[ds(t)
~——
=R(t)ds(t)

(R(1)Js (1)) x (R(t)ITs(t)) + R(t)[s(t)

—

R() (cvs@) 9 <ms<t>>) RIS ()

(o) (s(0) x (1as(0) + 1)

—

c’est-a-dire
Ws(t) x ([&s(t)) + 1&s(t) = R (t) Myesear cna(t)
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et en composantes

Qg(t) X IQQg(t) + IQQQ(t) - Mg(t) = QQ(t)IQ + Ql<t)Qg(t) (]1 - Ig) == MQ(t)
()] A AL/ \Ms(0) (1) L + Q()(t) (I — 1) = My(t)

Ces équations sont appelées les équations d’Euler.

11.1. Mouvement du corps solide libre.
Dans le cas d'un corps solide libre, c’est-a-dire soumis a aucun moment de force

M’res ea:tCM(t) =0Vt

les équations d’Euler s’écrivent

Q) + Q()Qs(t) (I3 — 1) =0
Qo(t) Iy + Qi (1)Q(t) (I — I3) = 0
Q3(t) 15+ D ()(t) (I — L) =0

La solution générale de ces équations est fort compliquée et a fait I'objet de nombreuses études
approfondies. Mentionnons par exemple les applications aux systemes de guidage des véhicules
spatiaux.

Constatons qu’il est facile de trouver trois solutions particulieres

(1) Q=cteet Q=0Q3=0
(2) ngcteet lengO
(3) Q3:cteet 91292:0

Ces solutions décrivent des rotations stationnaires autours des axes principaux.
Mentionnons la question de la stabilité des rotations autour des axes principaux. Par exemple,
on peut supposer qu’au temps 0,

Ql(O) €1
QQ(O) = €9
Q3(0) Q30 + €3

ol €1, €5 et €3 sont des petites perturbations par rapport a {23¢:

le1l, lea], les] << |Qs0]

et étudier le comportement asymptotique de Q4 (t), 22(t) et Q3(t), c’est-a-dire, calculer les limites
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On dit que la rotation autour de ’axe 3 est stable (au sens de Lyapunov) si pour tout nombre

g > 0, il existe un nombre d > 0, tel que

1900) — ol <6 = [|Q@F) — Dol <V, ot Oy =

Il est possible de montrer que si
Il < IQ < [3

QSO

alors la rotation est stable autour des axes 1 et 3 et instable autour de 'axe 2.

11.2. Effet Djanibekov.
Considérons une croix constituée de deux tiges minces de

longueurs | < L et de masses m (voir ci-contre). Alors

%le 0 0
I = 0 %m[ﬂ 0
0 0 %m (I + L?)

et IH < [22 < I33

Pour étudier I'instabilité de ’axe 2, nous simulons le mouvement du corps solide libre avec la

méthode d’Euler pour les conditions initiales

) 0.1
Q0)=10.8]| rad/s
0

en exécutant le code Ocatve suivant:

clear
clf

11=1;
12 =2;
13=3;

Omega(:,1) =[0.1;0.8;0];
omega (:,1)=0Omega/norm(Omega) ;

R(:,:,1)=[1,0,0;0,1,0;0,0,1];

t0=0;

tf=60;
nmax=20000;
h=(tf—t0) /nmax;
t=tO:h: tf;

for n=1:nmax
Omega(1,n+1)=Omega(1,n)+h*(12—13)/I11xOmega(2,n)*Omega(3,n);
Omega (2 ,n+1)=Omega(2,n)+h*(I13—-I1)/I2*Omega(l,n)*Omega(3,n);
Omega (3 ,n+1)=Omega (3 ,n)+h*(11-12)/I3xOmega(1l,n)*Omega(2,n);

omega (: ,n+1)=Omega(: ,n+1)/norm(Omega (: ,n+1));
theta=hxnorm(Omega(:,n));

DR=cos(theta)xeye(3)+sin(theta)=*[0,—omega(3,n) ,omega(2,n);omega(3,n),0,—omega(l,n);—omega(2,n),

omega(1l,n),0]+(1—cos(theta))*omega(:,n)*transpose (omega(:,n));

R(:,:,n+1)=R(:,:,n)=DR;
endfor
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#

theta=0:pi/10: pi;

phi=0:2xpi/10:2*pi;

[tt ,pp]=meshgrid(theta ,phi);

xx=sin (tt).*cos(pp);

yy=sin(tt).xsin(pp);

zz=cos (tt);

o

hold ("on”)

subplot (2,1,1)

plot (t,0Omega(1,:),”r;Omega_1;”,”linewidth” ,2,t,0mega(2,:),”g;Omega_2;” ,”linewidth” ,2,t,0mega(3,:)
,”b;Omega_3;” ,” linewidth” ,2)

xlabel ("t [s]7)

ylabel (" Omega |1

grid (7on”)

title (sprintf(”Mouvement du corps solide libre\n Référentiel 1ié au solide\n rouge=axe 1, vert=
axe2, bleu=axe 3 (RGB)\n I1=0%d, I2=%d, 13=%d kg.m"2”,I1,12,13))

subplot (2,1,2)

hold ("on”)

mesh(xx,yy,zz,” facecolor” ;"none”)

plot3 (omega (1l ,:) ,omega(2,:) ,omega(3,:),”k;Omega/||Omega

view (30,10)

hold (" off")

ad/s]”)

7,7 linewidth” ,2)

xlabel (" Axe 17)
ylabel (" Axe 27)
zlabel (" Axe 37)

grid (7on”)
axis(“equal”,[-1 1 -1 1 =1 1])

ce qui donne le graphique de la figure 9.

Mouvement du corps solide libre
Rétérentiel ié au solide
rougw=ae 1, verl=izv2, bleu=axe 3 (RGB)
N1, 1222, 1323 kgm*

Omega [radis]

tisl

| — Omega/lOmegall

FIGURE 9. Instabilité de I'axe 2 du corps solide libre

Les deux codes Octave qui suivent produisent des animations: le premier permet de visualiser
le mouvement de €2(¢)/]|2(t)|| dans le référentiel lié au solide et le deuxieme permet de visualiser
le mouvement du solide dans le référentiel du laboratoire.
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Dans le référentiel 1ié au solide:

clf

#

dt=0.2;
m=round ( (tf—t0)/dt);

k=floor (nmax/m) ;

#

for n=0m

tr=t0+4n/mx*(tf—t0);

N=14nxk;

#elf

hold (7on”)

mesh(xx,yy,zz,” facecolor” ["none”)

plot3 (omega(1,N) ,omega(2,N) ,omega(3,N),” «k;Omega/
view (30,10)

hold (7 off”)

xlabel (" Axe 17)

ylabel (" Axe 27)
zlabel (" Axe 37)

grid (7on”)

axis("equal” -1 1 -1 1 =1 1])

title (sprintf(”Mouvement du corps solide libre\n Référentiel 1ié au solide\n I1=%d, I12=%

d, I3=%d kg.m"2\n Temps t=%d” ,I11,12,13,tr))
pause(dt/3)
endfor

|Omega||;”,” linewidth” ,2)

Dans le référentiel du laboratoire:

clf
#
dt=0.2;
m=round ( (tf—t0)/dt);
k=floor (nmax/m) ;
z=[0;0;0];
#
for n=0:mm
tr=t04n/mx*(tf—t0);
N=14nxk;
plot3 ([0 R(1,1,N)],[0 R(2,1,N)],[0 R(3,1,N)],”+" " linewidth” ,2,[0 R(1,2,N)],[0 R(2,2,N)
1,[0 R(3,2,N)],”¢g”,” linewidth” ,2,[0 R(1,3,N)],[0 R(2,3,N)],[0 R(3,3,N)],”"b”,”
linewidth” ,2)
view (30,10)
xlabel (7x")
ylabel (7y")
zlabel (72")
grid (7on”)
axis(”equal”,[-3 3 =3 3 =3 3])
title (sprintf(”Mouvement du corps solide libre\n Référentiel du laboratoire\n rouge=axe
1, vert=axe2, bleu=axe 3 (RGB)\n I1=%d, I12=%d, 13=%d kg.m"2\n Temps t=%d” ,I11,12,13,
tr))
pause(dt/3)
endfor

Sur I'animation, on voit l'effet Djanibekov (voici un lien vers un film tourné a bord de I'ISS:
https://twitter.com/RevesdEspace/status/1696403375636582683): le solide tourne autour
de 'axe 2 et celui-ci se retourne régulierement.

REMARQUE 11.1. Donnons quelques précisions concernant le code Octave:


https://twitter.com/RevesdEspace/status/1696403375636582683
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(1) Les lignes 21 a 23 contiennent la méthode d’Euler pour les équations d’Euler (encore lui
) du corps solide libre:

(. I — 1 ( I — 1
() = == (1) (1) (t+h) = (1) + A=) (1)
1 1
. I — 1 4 ’ I — 1
() = 2 : Ly ()(r)  MethodedEuler g gy 0, + n2 2 L0 (£)(1)
. I —1 I —1
| ) = == 0% | st + 1) = 25(0) + h= = ()% (0)

Rappelons que €2; sont les composantes du vecteur de vitesse angulaire reltivement au
systeme d’axes liés au solide.
(2) La ligne 27 contient la matrice Rg de la rotation d’angle

9 = h-||Q¢)| autour de Paxe &(t) :=

relativement au systeme d’axes liés au solide. En effet, soit 7 un vecteur. Alors

RF:\(QO@~@+\(F—(ﬁof)-ﬁ)~cos(9)+(ﬁ(t) X ) -sin(f)

S

\

-
=:c

-
=:a

I
S

Le vecteur @ est la projection orthogonale de 7 sur &. Par

conséquent, le vecteur b est la projection orthogonale du
vecteur 7" sur le plan orthogonal a . Remarquons encore que |
le vecteur ¢ est orthogonal & & et 7. Sa norme vaut sin(p)||7]| o
ol ¢ désigne 'angle “entre” & et 7. C’est la norme de la pro-
jection orthogonale de 7 sur la plan orthogonal a @: [|b]| = || '
Remarquons encore que r
0 —Ws3 Wa ™
WXT = w3 0 —W1 9 Pu—.;(?:j
—Ws W1 0 T3 — —
WX T
et que
w1 T1 77— Pﬁ(?:)
(CL_J’.F)CL_)): (09)) -(w1 (095 w3) T2
w3 T3

(3) La ligne 28 contient la matrice qui donne la position du solide au pas n + 1: la premiere
colonne contient les composantes, relativement au référentiel du laboratoire, de I’axe 1 du
solide, la deuxieme colonne les composantes de 'axe 2 du solide et la troisieme colonne
les composantes de 1'axe 3 du solide. Au temps 0, 'axe 1 du solide est confondu avec
I'axe = du référentiel du laboratoire, I’axe 2 du solide est confondu avec 'axe y et 'axe 3
du solide est confondu avec I'axe z. Relativement au référentiel du laboratoire, la matrice
de la rotation Rg est donnée par

R(n)- Rs- R(n)™*
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Par conséquent,

R(n+1)=R(n)-Rs-R(n)""- R(n) = R(n) - Rg

11.3. Mouvement d’un corps solide libre de révolution.

Nous étudions maintenant les équations d’Euler pour un solide libre dans le cas ou le solide
est invariant par rotation autour de I’axe z (c’est un corps de révolution). Dans ce cas, I} = I et
les équations d’Euler deviennent

0,(0) A0 =0 avee §= 18
Qg(t)[g =0 = Qg(t) = cte
c’est-a-dire )
Ql(t)+w92(t) =0 (13—11)93

avec w = [€l3 =

Qu(t) — w(t) =0 I

ou encore, en dérivant les deux premieres équations par rapport a t,

O (t) + w? Qi (t) = 0

Qo(t) + w?Qu(t) =0

La solution générale est donnée par

Q(t) +w*Q(t) =0 = Q(t) = acos(wt) + bsin(wt) = Asin(wt + 0)

ou, rappelons-le, A est appelé 'amplitude et ¢ le déphasage. Par conséquent,
Ql (t) = Al sin(wt + 51)
Qs(t) = Agsin(wt + 09)

En substituant ces solutions dans le systeme d’équations du premier ordre, il vient

S:)l(t) = wA; cos(wt + 1)
OQs(t) = wAsy cos(wt + o)

wA; cos(wt 4 01) = —wAgsin(wt + d2) ,V ¢ L B .
{ U)AQCOS(U)t+(52) = —|—wA1 Sln<wt+51) ,\V/t = Al — A2 - A et 61 = (52 + 5

En notant ¢ = 9, il vient
O (t) = Acos(wt + 0)

Q(t) = Asin(wt + 6)
Il suit que

Q1 (1) + Qp(t)? = A2

est constant. Comme, par ailleurs, €23 est constant, nous trouvons que la norme de wy(t) est
constante

lws (B)[| = cte
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Q Q A
o = arctan (\/ Qj 2 ) ) = arctan <Q3)

est constant au cours du mouvement.
Notons R(t) la rotation qui au temps temps donne l'orientation du solide libre: §;(t) = R(t)3o

et que l'angle

et
filt) = R()é, fo(t) = R(t)és, f3(t) = R(t)é;

ou, rappelons-le, €1, €5 et €3 sont les vecteurs directeur des trois axes principaux du solide et €3
est le vecteur directeur de I'axe de révolution du solide (i.e. Iy = I,). Les vecteurs fi(t), fa(t)
et fé(t) peuvent étre représentés par trois fleches perpendiculaires, de longueur 1, liées au solide
et dont 'origine se trouve au centre de masse du solide. En d’autres termes, elles définissent un
repere lié au solide.

Montrons que les vecteurs j?,(t), W et Emt(;M sont coplanaires. Pour cela, il suffit de
montrer que leur produit mixte est nul. Nous pouvons calculer le produit mixte a partir des
composantes de ces vecteurs relativement a la base F; = (fi(t), fa(t), fs(t)). En effet, si le
produit mixte est nul relativement a une base donnée, alors il est nul relativement a toute autre
base. Par conséquent,

) ) 0 (1) L)
[fg (t), u_i, Ltot C’M]]-'t =10]e QQ (t) X ]192('[5)
1 Q3(t) I;3(1)
0 () ;0 (t) — Qa(t) [, (2) 0 Qo) ;05 () — Qa(t) [, (2)
= 0 ® Qg(t)[lQl(t) - Ql(t)I:gQg(t) == 0 ° Qg(t)]lQl(t) - Ql<t)1393(t) =0
1 () 1Q(8) — () L (1) 1 0

Montrons maintenant que ’angle ~ entre les vecteurs w(t) et EtotCM est constant. La
base F; étant orthonormée, nous pouvons calculer I'angle v comme suit a partir des composantes
des vecteurs w(t) et Lot onr(t) relativement a la base F:

Ql( ) [1Q1(t)
B ( ) b —7292(75)
os(7) = Gs(t) @ Limen_ \$%(?) L)) L (8)? + B (1) + L0(1)°
155 (D1 Zuot one | 15 O) 1| Luot one | 155 (O) 1| Zuot one |

o 2Ecm rot

1635 (O) | Ltor oav |

Le corps étant supposé libre, son énergie cinétique est constante ainsi que son moment cinétique
Etat cm- Par ailleurs, nous avons vu que la norme de ¢(t) est constante. Par conséquent, le terme
de droite de I'expression ci-dessus est constant.

En résumé, Lot oM est constant, @(t) tourne autour de f;(t) dans un plan qui contient Ly oM
et 'angle v entre Livions et W(t) est constant. Par conséquent, &(t) tourne autour de Liviour
sur un cone d’ouverture 4. Par ailleurs, &(t) tourne autour de f3(¢) sur un cone d’ouverture o
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constante. On a donc deux cones qui roulent I'un dans l'autre et qui sont en contact le long de
'axe de rotation instantané (i.e. 'axe défini par w(t), voir figure 10).

FIGURE 10. Mouvement du solide libre. (Dessin: UniGe)

12. Mouvement de la toupie

Considérons une toupie symétrique (un corps de révolution, voir figure 11) soumise a ’action
de son propre poids, dont 'axe est fixé par un point sur le sol et tournant sans frottement.

f3(t 2 o =
Z4 f2(t) f3(t) z4 fo(t)
g
c.m. Y
7
At N\ [ =70)
o . ~ s
(D W\\

FIGURE 11. Mouvement de la toupie

Pour décrire le mouvement de la toupie, considérons le référentiel d’inertie R dont l’origine
coincide avec le point fixe de la toupie sur le sol. Notons [ la distance séparant ce point du centre
de masse de la toupie. Nous utilisons les angles d’Euler pour repérer la position du centre de
masse.
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Il vient (voir page 42)
Fom = IR(t)és = IR (p(t)) Ra(0(1)) R-(¥(t))€3

\—:C_/
1 0 0 0
=1R.(o(t)) [ 0 cos(8(t)) —sin(6(t)) 0
0 sin(A(t)) cos(0(t)) 1
cos(p(t))  —sin(p(t)) 0 0 sin(6(1)) sin(p(t))
=1 | sin(p(t)) cos(p(t)) 0 —sin(0(t)) | =1 | —sin(0(t)) cos(p(t))
0 0 1 cos(6(t)) cos(0(t))

Par hypothese, le tenseur d’inertie de la toupie, calculé par rapport au repere ( f: (1), f;(t), fg,(t))
lié au solide et dont 'origine coincide avec le centre de masse de la toupie, est donné par

Li 0 0
I=10 I, O
0 0 I

En vertu de la regle de Steiner, par rapport au point fixe de la toupie sur le sol,

I +ml? 0 0
I= 0 I +ml* 0
0 0 I

ol m désigne la masse de la toupie.
Dans le référentiel d’inertie R dont l'origine coincide avec le point fixe de la toupie sur le sol,

le moment de la force de gravitation est donné par

B N N sin(6(t)) sin(¢(t)) 0
Myran = Zm,ﬁ- X g = (Z mﬁ) xXg=mrcy X §=—mgl | —sin(6(t)) cos(¢(t)) | x |0
i=1 i=1 cos(0(t)) 1
o cos(¢ (1)
= mgl sin(6(t)) Sin(gg(t)) = mglsin(0(t))R.(¢(t))él
cos(p(t)) —sin(0(t)) 0 1 cos(p(t))
R.(p(t))é1 = Siﬂ(g(t)) COS(SOO(t)) (1) 8 = Siﬂ(sg(t))

12.1. Constantes du mouvement.
Pour étudier le mouvement de la toupie, nous allons trouver trois constantes du mouve-

ment, c’est-a-dire trois grandeurs qui ne changent pas au cours du mouvement de la toupie. Ces
grandeurs conservées se trouvent facilement a 1’aide du formalisme de Lagrange. Ce formalisme

n’étant pas enseigné au College, nous allons procéder différemment.
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L’énergie mécanique totale

1 - 1, o
E = Smllfou + 503 (0155(8) + mozou (1)

est conservée. En effet, la seule force extérieure agissant sur les masses ponctuelles m; constituant
la toupie est la gravitation. Seule I'extrémité de la pointe de la toupie subit la force de réaction
du sol en plus de la gravitation. Or cette extrémité ne bouge pas.

Comme

0(t) cos(0(t)) cos(ip(t)) + (¢) sin(6(¢)) sin(p (1))

) ( 0(t) cos(B(t)) sin(io(t)) + (t) sin(6(t)) cos(io(t)) )
rom(t n
—0(t) sin(0(t))

= [lfoull® = 2 (60 + ¢(t)?sin(0(1))?)

I’énergie cinétique du centre de masse est donnée par

bt =y (4070 o)

Par ailleurs, rappelons que pour les angles d’Euler (voir page 44),
Qi (t) P(t) sin(3 (1)) sin(60(t)) + 0(t) cos(v(t))
ds(t) = | Qa(t) | = | 4(t) cos((t)) sin(6(t)) — O(t) sin(v(t))

5(t) p(t) cos(0(t)) + ¥(t)

Par conséquent,

I, 0 0
G () I@s(t) = () Qt) @) |0 L 0
0 0 I3
= [1 (Ql(t)2 + Qg<t)2)
Or, un calcul simple donne

(1) + Q2(1)* = (1) sin(y(1))* sin(9(1))* + 6(1)* cos((t))?
+2(t) sin(y(t)) sin(6(¢))0(t) cos(¢(t))

+(t)? cos(4(1))? sin(0(1))” + 0(¢)* sin (v (1))

—20(t) cos((t)) sin(6(¢))8(1) sin(v (1))

= ¢(1)*sin(6(1))* + 0(1)°

Par conséquent,

B (MIFs(t) = L (u(t)” + Qa(t)®) + IsQs(1)°

— 1 (¢;(t)2 sin(6(t))? + 9@)2) + I (sb(t) cos(0(t)) + ¢(t))2
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et, en notant

Il :]1+ml2

I’énergie mécanique totale est donnée par

1

E= %Il (9(15)2 + @(t)? sin(@(t))2> + 513 <gb(t) cos(6(t)) + 1/}(25))2 + mgl cos(0(t)) = cte

C’est une constante du mouvement.
Rappelons que

. ]191(75)
Luscnt(t) = RIOIGs(t) avee R(t) = Ru(o(t) Ru(0(8) R (6(1)) ot IGs(t) = (1292@))

1503(t)
Notons
. by (t)
b(t) = (bz(t)) = R.(0())R.(¥(1))Ids(1)
b3(t)
alors
Ligrcon(t) = Ro(0(t))b(2)
et

0 by (t) by (t) —by(t) by (t)
= R.((t)) (( 0 ) x (Mﬂ) + (@(ﬂ)) = R.(¢(1)) (sb(t) ( bi(t) ) + (bz(t)))
¢(t) b3(t) bs(t) 0 bs(t)

Or, en vertu du théoreme du moment cinétique,
Liotcnr(t) = Myray = mglsin(6(t)) R (p(t))éi

et en multipliant cette équation & gauche par R, (o(t))~! il suit que

)\ () !
o(1) ( bi(t) ) + (bQ(t)) = mglsin(6(t)) (0)
0 bs(t) 0

donc en particulier, il existe une constante P, telle que
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Par un calcul simple, il vient

et donc

P, =bs(t) = Z; (sin(0(¢)) sin(y(£))$21 (t) + sin(6(t)) cos(¢(t))Q0(t)) + I3 cos(0(t))Q2s(t)
— 17, <sm<9<t>> sin(u(1)) (2(¢) sin(w (1)) sin(0(1)) + 6(¢) cos(v(1)))

+5in(8(1)) cos((1)) (1) cos(u (1)) sin(6(1)) — 6(0) sin(u(1)) ) )

Iy cos(0(1) (1) cos(8(8)) + $ (1))
-1, (@(t) sin(v (1)) sin(0(¢))? + sin(6(1)) sin((£))8(t) cos (e (1))

+(t) cos(¥())” sin(8(1))* — sin(6(t)) cos(y(1))6(t) Sin(w(t))>

I cos(0(1)) (p(1) cos(0(1)) + (1))

=|Z,¢(t)sin(0(t))* + I3 cos(6(t)) (gb(t) cos(6(t)) + w(t)> = P, = cte

est une constante du mouvement. Rappelons que,

Il :[1+ml2
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Finalement, comme dans le référentiel lié au solide, le moment de la force de gravitation est
donné par

— —

Mgravs = R (t) Mgray = Ro(—0 () Ra(—0(t)) Ro(— (1)) (mgl sin(0(t)) R:(0(t)) 1)

T/
cos(—(t) —sin(—(t) 0\ (1 cos(1(1))
= mglsin(0(t)) sin(—ow(t)) cos(—ow(t)) (f 8 = mglsin(0(t)) —sin(()w(t))

et comme Z; = Z,, en vertu des équations d’Euler,

Qs(t) =0 = |Py=1Iy (gb(t) cos(6(t)) + w(t)) = cte

est une constante du mouvement.

13. Energie mécanique du corps solide

13.1. Description du mouvement: solutions.
Remarquons que

P, =T,¢(t) sin(0(t))* + Py cos((0(t))
Par conséquent,
P P,

o — cos(0(t)) Py = Tip(t) sin(0(t)* = ¢(t) = wL sin(6(

—cos(6(t)) Py
t))?

et
_ Py P, —cos(0(?)

L e ONCITI)

ZP 2 cos(A(t))

De plus, I'énergie est donnée par

o %Ilé(t)Q +UO()

avec
1 1P; 1 (P, —cos(0)P,)* 1P}
0) = ~T,p(t)?sin(h)? + == lcos(f) = =¥ L2 J I cos(8
U(0) 5 1(t)” sin(0) +213+mg cos(6) 3 7, si(0)? +2]3 + mgl cos(0)

Pour un P, et un P, donnés, le graphe de U(#) est représenté sur la figure 12.
Ainsi, au cours du temps, 6(t) oscille entre les deux valeurs limite 0; et 65: c’est le mouvement
de nutation. Si I'état initial est tel que

E=E,=U(6,) =U(6(0))
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alors pour tout ¢t > 0,

UO(t)) > U0(0) = U(6,) = By, = E = %Lé@)? L UO)

= %Ilé(tf +U@B1) <UMB(E) = 0t)?<0 = 6(t) =0 = 0(t) = cte

C’est le mouvement de précession pure ou l'axe de la toupie tourne uniformément autour de
I'axe z
(l) = P, — Py cos((6,,)
A T sin(6,,)?

= cte

et forme un angle constant avec l'axe z.
Pour trouver un état initial de précession pure, il faut trouver le minimum de U (6):

1 2(P, —cos(0)Py)sin(0)° Py — (P, — cos(#) P,)? 2sin(6) cos(6)

'"(0) = — mgl sin(6
U'(o) 27, Sin(6)* mgl sin(0)
En notant
x = P, — cos(0,,) Py
il vient

U0p) =0 = x*cos(b,,) — vPysin(6,,)* + Tymglsin(6,,)* = 0

C’est une équation du second degré qui admet des solutions si

Pl sin(0,)" — 4cos(b)Iymglsin(,)* >0 < Py > 2¢/cos(0,,)Tymgl =: Py,

U(e )4 \
|
\
\ /

m L3 o o s i W

b= I e it T T S S—
o 4

. 9, Om 2 0

FIGURE 12. U(f) pour un P, et un P; donnés. (Graphique: UniGe)
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Elles sont données par

Pysin(6,,)? + \/P2 sin(6,,)* — 4 cos(0,,)Zymgl sin(6,,)*
T 2 cos(@m)
1 i 2 4 T
_Lp sin(6,,) Lx 1 cos(&mz 1mgl
2" " cos(bp) Py

1 sin(6,,)? 1P} . 1 P
— —P,(p# 1 :i: o wn;ln _'_ w'f;lll" e ..
2" 7 cos(6,,) 2 P} 2-4 Pj
ou dans la derniere ligne, nous avons utilisé le développement en série

1 1
Vitez=1+-0— —a*+ - sz <1

2 2.4
Par conséquent, si
sin(6,n) 1 Pw sin(6,, )2 Tymgl sin(6,,)?
P >> P . j ~ P _ t -~ min —

En résumé, la toupie a un mouvement de précession pure avec un angle ¢ = 6, si

P
. I—1 Cosw( ™ (précession rapide)
- 0 = eee——
QD( ) Il sin(@m)z mgl

—— (précession lente)
Py

C’est le mouvement de précession lente que I'on observe en général sur une toupie tournant rapi-

dement autour de son axe.

REMARQUE 13.1. Remarquons que dans le cas de la précession lente,
Py = Iy (1) cos(0(1)) + (1)) = Iyth(t) =~ Iy1h(0)

et ainsi
mgl

I;%(0)

13.2. Description simplifiée du mouvement de précession pure.
Si la toupie tourne suffisamment vite autour de son axe et que cette vitesse est constante, on
peut faire I'approximation

»(0) =

1 sin(0(1)) sin(e(t))
Lo = Ist(0 )7Tem = Lsp(0) | —sin(6(t)) cos((1))
cos(6(t))
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Pour un mouvement de précession pure, 6(t) = 0 et

5 , sin(6(0)) cos((t)) (1) , cos(p(t))
Loy = I33(0) | sin(6(0)) Siél(go(t))tp(t) = I3(0) sin(6(0))(¢) sin(gg(t))

N ¥
= My,q0 = mglsin(6(0)) Sin(gg(t))

On en déduit que

Lo mgl
ATy
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